UNIVERSITÉ PARIS VIII 


EST CE QUE LA MATHÉMATIQUE EST DÉCIDABLE ? — 
ENTRE PROGRAMME DE HILBERT 
ET LA THESE FINITISTE DE WITTGENSTEIN 


PROJET DE MÉMOIRE PRÉSENTÉ 
SOUS DIRECTION DE: 
Pierre CASSOU-NOGUES, 


par Gédéon NZINGULA, 


SEPTEMBRE, 2023 


L 


IL 


IL 


IV. 


PARTIE MATHÉMATIQUE 
À. LE PROGRAMME DE HILBERT 
B. RESUME 
1. CHAPITRE 1. OPÉRATION ET PREUVE - PARTIE MATH 
A. LA THÉORIE TRACTARIENNE FORMELLE DE LA PREUVE 
MATHÉMATIQUE - La Loi du Tiers-exclu, L'induction mathématique 
L'ARITHMÉTIQUE DE PEANO - La preuve formaliste et la preuve constructive 


LA THÉORIE DES ENSEMBLES - L’analogie et la preuve mathématique, stimuli 
LE DIAGONAL DE CANTOR - L'étape inductive mathématique 
LE FINI - Le nombre irrationnel, 
L'INFINI - Le continuum mathématique (??) à démontrer 
L'INFINI ET LA DECIDABILITE ALGORITHMIQUE - La Théorie des Ensembles 
LE FRANSFINI 
LE TRANSFINI ET LA DÉCIDABILITÉ ALGORITHMIQUE 
LE CALCUL MATHÉMATIQUE 
L'INFINI ET LA DÉCIDABILITÉ 
LA THÉORIE DES TYPES HOMOTOPIQUES 
L’HOMOTOPIE, L'INDUCTION ET LA DÉCIDABILITÉ 
L’HOMOTOPIE, LA PREUVE INDUCTIVE ET LA DÉCIDABILITÉ 
2. CHAPITRE 2. INDÉCIDABILITÉ - PARTIE MATH 
A. LA MACHINE DE TURING 
B. LE TIERS-EXCLU 
C. LE TIERS-EXCLU ET CRITÈRE DE DÉCIDABILITÉ ALGORITHMIQUE 
D. LES NOMBRES 
PARTIE PHILOSOPHIQUE 
1 CHAPITRE 1. INFINI MATHÉMATIQUE 
A. MATHÉMATIQUES COMME INVENTION HUMAINE 
B. LA DIFFÉRENCE ENTRE DÉCOUVERTE MATHÉMATIQUE ET INVENTION 
MATHÉMATIQUE 
C._ LE PLATONISME MATHÉMATIQUE 
D. LES NOMBRES RATIONNELLES ET IRRATIONNELLES ET LES 
MATHÉMATIQUES FINITISTES 
FINITISME ET CONSTRUCTION DE DÉCIDABILITÉ 
FINITISME ET DÉCIDABILITÉ PARTIE 2 


ZEPRTRHOTHpow 


mp 


Est-ce que la mathématique est décidable ? Entre Programme de Hilbert et la décidabilité algorithmique de 
Wittgenstein. Exposé formel et application aux traitements de la Logique Mathématique. Essai Mémoire de 
master-logique de l’Université de Vincennes-Paris VIII, 2023, dirigé par Pierre Cassou-Noguès 

Lassegues, Belle-Lettre, Université - Mathématique et Axiomatique : La construction de la preuve 
Mathématique chez Wittoenstein. La substitution et l’intension, l’extension. Preuve du système de preuve 
des opérations, objets mathématiques. Démonstration (logique et mathématiques). Établissement d'une 
proposition mathématique à partir d'axiomes et de règles de déduction. - Logique et mathématiques , En 
mathématiques et en logique, une démonstration est un ensemble structuré d'étapes correctes de 
raisonnement. Proposition mathématique et axiomatique, proposition sens, proposition dénuée de sens, 
Qu'est ce qu’une preuve mathématique et qu’est ce que qu’est la mathématique ? La Philosophie de 
mathématiques de L. Wittgenstein. — La preuve constructive finitiste, constructive intuitionniste. Maintien 
la preuve constructive finitiste pour le calcul de l'infini. —" La preuve est une variété de techniques de 
preuve. Il n'y a pas de méthode de preuve unique qui puisse être appliquée à tous les domaines de la 
connaissance." 


Résumé 


Notre travail entend apporter un éclaircissement à la fois de logique-mathématique et de philosophie sur la réponse 
finitiste que Wittgenstein donne au programme mathématique de Hilbert exposé à la Conférence Internationale des 
Mathématiques de Paris de 1900 et de 1930. Le Congrès international des mathématiciens de 1900 (en abrégé ICM 
1900) à été le deuxième Congrès International des Mathématiciens tenu à Paris du 6 août au 12 août 1900. Le 
Programme de Hilbert est un programme formaliste. Il contient une liste de 23 problèmes qui ont marqué tous les 
Mathématiques du XXe siècle et que on nomme aujourd’hui - Les 23 problèmes de Hilbert. Nonobstant, ce n’est 
pas tous les problèmes de Hilbert qui nous intéressent et que L. Wittoenstein essaie de trouver lui aussi une solution 
formaliste cependant finitiste des mathématiques. Dans la liste de Hilbert c’est le problème en n° 1er, en n° 2e, et 
enfin en n° 10e. Expressément, dans la liste de Hilbert à la conférence Internationale des Mathématique de Paris de 
1900, les trois problèmes sont formulés de la façon suivante : 


n° Énoncé du problème 
- der Tout sous-ensemble infini des réels peut être mis en biection avec l'ensemble des entiers naturels 
ou avec l'ensemble des réels lui-même. 
- 2e Peut-on prouver la cohérence de l'arithmétique ? En d'autres termes, peut-on démontrer que les 
axiomes de l'arithmétique ne sont pas contradictoires ? 
- 10e Trouver un algorithme déterminant si une équation diophantienne à des solutions. 


L'œuvre mathématique de Wittgenstein est immense mais les trois problèmes importants choisis dans une liste des 
problèmes mathématiques non-exhaustif qu’il est intéressant de mentionner d’abord peuvent être répertoriés de la 
façon suivante : — N. 1. Le problème de la Théorie des ensembles de Cantor et l'introduction des axiomes de ZF 
— N. 2. La résolution par Godel de la question n° 2e - Peut-on prouver la cohérence de l'arithmétique ? En d'autres 
termes, peut-on démontrer que les axiomes de l'arithmétique ne sont pas contradictoires ? Résultat : Le théorème 
d'incomplétude de Güdel, prouvé en 1931, montre qu'aucune preuve de la cohérence ne peut être apportée en 
utilisant les outils de l'arithmétique. Le papier intègre à la fois l’arithmétique de Péano que nous allons traiter ici et le 
Principia Mathematica œuvre en trois volumes d'Alfred North Whitehead et Bertrand Russell, publiés en 1910-1913. 
Enfin, la question de — N. 3. qui est celle de la décidabilité algorithmique et il correspond partiellement à la 
question n° 10e du programme de Hilbert : Trouver un algorithme déterminant si une équation diophantienne a des 
solutions. 

La réponse qu'essaie de donner l'œuvre de Wittgenstein au programme de Hilbert, est effectuée par une thèse 
finitise des Mathématiques et la résolution du problème de l'Arrêt en Mathématique. Aïnsi la philosophie des 
Mathématique de Wittgenstein à comme point de départ que les Mathématiques est une invention humaine et mon 
essaie va essayer de préciser en deux partie une partie mathématique formaliste et une partie philosophique cette 
thèse que l’on trouve par ailleurs dans l’oeuvre mathématique de Henri Poincaré et illustré dans l’ouvrage - La 
science de hypothèse, publiée en 1902. 

Les problèmes répertoriés au — N. 1 et N. 2. sont des sujets à part entière d’un essai et la question de Godel ne sera 
pas traité ici mais cependant la question du ZFC séra traitée juste assez pour résoudre la question qui nous intéresse 
à savoir la thèse finitiste de Wittgenstein sur les Mathématiques et le problème de sa décidabilité algorithmique. 


Mots clés : L. Wittgenstein, Hilbert, thèse finitise des Mathématiques, Programme de “Hilbert”, ZFC. 
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IL PARTIE MATHÉMATIQUE 


À. LE PROGRAMME DE HILBERT - Introduction 


- “Nous ne devons pas croire ceux qui aujourd'hui, avec une attitude 
philosophique et un ton délibératif, prophétisent la chute de la culture et 
acceptent l'ignorabimus . Pour nous, il n’y à pas d’ignorabimus , et à mon avis 
il n’y en a pas du tout dans les sciences naturelles. En opposition à l' 
ignorabimus stupide , notre slogan sera Wir müssen wissen — wir werden 
wissen (« Nous devons savoir — nous saurons »). ? 


Au début des années 1920, le mathématicien allemand David Hilbert (1862-1943) à présenté une nouvelle 
proposition pour le fondement des mathématiques classiques, connue sous le nom de programme de Hilbert. Le 
Congrès international des mathématiciens de 1900 (en abrégé ICM 1900) à été le deuxième Congrès International 
des Mathématiciens tenu à Paris du 6 août au 12 août 1900. Cela appelle à une formalisation de l’ensemble des 
mathématiques sous forme axiomatique, ainsi qu’à une preuve que cette axiomatisation des mathématiques est 
complète, cohérente et décidable. Il y avait 3 grandes questions auxquelles Hilbert voulait répondre sur les 
mathématiques. Est-ce que la Mathématique est complète, cohérente et décidable? Dans la conférence des 
Mathématiques de 1930 à Paris, Hilbert prononcé sur ces 3 questions sa fameuse citation d'optimiste formaliste : “ 
We must know, we will know”? 


En 1900, lors d'un discours au Congrès international des mathématiciens à Paris, Hilbert a suggéré que les réponses 
aux problèmes mathématiques étaient possibles grâce à l'effort humain. Il a déclaré : «en mathématiques, il n'y a pas 
d'ignorabimus » , et il a travaillé avec d'autres formalistes pour établir les fondations des mathématiques au début du 
20e siècle. Et bien après le 8 septembre 1930, Hilbert développa son opinion dans un discours célèbre à la Société 
des scientifiques et médecins allemands, à Kônigsberg : 


“Nous ne devons pas croire ceux qui aujourd'hui, avec une attitude philosophique et un ton délibératif, 
prophétisent la chute de la culture et acceptent l'ignorabimus . Pour nous, il n’y a pas d’ignorabimus , et à mon avis 
il n’y en a pas du tout dans les sciences naturelles. En opposition à l'ignorabimus stupide , notre slogan sera Wir 
müssen wissen — wir werden wissen (« Nous devons savoir — nous saurons »). ?” 


Lors du deuxième congrès international des mathématiciens, tenu à Paris en août 1900, David Hilbert entendait 
rivaliser avec le maître des mathématiques françaises, Henri Poincaré, et prouver qu'il était possible de fonder les 
Mathématiques formalistes. Il présenta une liste de problèmes qui tenaient jusqu'alors les mathématiciens en échec. 
Ces problèmes devaient, selon Hilbert, marquer le cours des mathématiques du xxe siècle, et l'on peut dire 
aujourd'hui que cela a été grandement le cas. Publiée après la tenue du congrès, la liste définitive comprenait 23 
problèmes, aujourd'hui appelés les problèmes de Hilbert. Voici les trois problèmes qui nous intéressent : 


n Enoncé du problème 
ler Tout sous-ensemble infini des réels peut être mis en bijection avec l'ensemble des entiers naturels ou avec 
l'ensemble des réels lui-même. 


- État d'avancement de la résolution du problème : C'est l'hypothèse du continu, prouvée indécidable (ni sa 
vérité ni sa fausseté ne peuvent être prouvées) dans la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel, même 
avec l'axiome du choix. Néanmoins, celle-ci fait toujours l'objet de recherches dans le cadre d'extensions de 
la théorie ZFC via l'ajout de nouveaux axiomes comme les axiomes de grands cardinaux. 

-_ Date de résolution : 1963 


2e Peut-on prouver la cohérence de l'arithmétique ? En d'autres termes, peut-on démontrer que les axiomes 
de l'arithmétique ne sont pas contradictoires ? 


- État d'avancement de la résolution du problème : Il n'existe pas de consensus sur le fait que les résultats de 
Gôüdel et Gentzen apportent une solution au problème tel que formulé par Hilbert. Le théorème 
d'incomplétude de Güdel, prouvé en 1931, montre qu'aucune preuve de la cohérence ne peut être apportée 
en utilisant les outils de l'arithmétique. Gentzen, cependant, donna, en 1936, une réponse affirmative au 
moyen d'une récurrence transfinie. 

- _ Date de résolution : 1936 ? 


10e Trouver un algorithme déterminant si une équation diophantienne à des solutions. 


- Résolu par la négative. Le théorème de Matiyasevich implique qu'il n'existe pas de tel algorithme. 
- Date de résolution : 1970 


Il faut retenir les termes de bijection dans la Théorie des ensembles de Cantor, de cohérence de l’arithmétique de 
Peano et de la méthode algorithmique de résolution des problèmes à savoir une Machine de Turing, Ce qui se 
résume par ces trois questions : Est-ce que la Mathématique est complète, cohérente et décidable. 


Dans la section 1 intitulée Partie Mathématique - , nous verrons comment Wittgenstein essaie d'apporter une 
réponse à la question de Hilbert dans son oeuvre et va presque au-delà à la fois de Hilbert et de Brouwer en 
maintenant la loi du tiers exclu d'une manière qui restreint les propositions mathématiques à des expressions qui 
sont algorithmiquement décidables. Il apporte une réponse finitiste. 


Pour comprendre la réponse finitiste et la thèse du Finitisme intermédiaire de Wittgenstein il est nécessaire 
d'instaurer une différence dans l'œuvre de Wittgenstein entre le premier et le moyen Wittgenstein. 


La différence la plus importante entre le premier et le moyen Wittgenstein est que, dans la période médiane, 
Wittgenstein rejette la quantification sur un domaine mathématique infini, déclarant que, contrairement à son point 
de vue tractarien, de telles « propositions » ne sont pas des conjonctions infinies et des disjonctions infinies 
simplement parce qu'il n’y a pas de telles choses 


Les principales raisons de Wittgenstein pour développer une philosophie finitiste des mathématiques sont les 
suivantes : 


- 1. Les mathématiques comme invention humaine : Selon le milieu Wittgenstein, nous inventons les 
mathématiques, d'où il résulte que les mathématiques et les objets dits mathématiques n'existent pas 
indépendamment de nos inventions. Tout ce qui est mathématique est fondamentalement un produit de 
l'activité humaine. 


- 2. Les calculs mathématiques se composent exclusivement d'intensions et d'extensions : étant donné que 
nous n'avons inventé que des extensions mathématiques (par exemple, des symboles, des ensembles finis, 
des séquences finies, des propositions, des axiomes) et des intensions mathématiques (par exemple, des 
règles d'inférence et de transformation, des nombres irrationnels comme règles), ces extensions et 
intensions, et les calculs dans lesquels elles résident, constituent l'intégralité des mathématiques. (Il convient 
de noter que l'utilisation par Wittgenstein de d'extension» et de d'intension» en ce qui concerne les 
mathématiques diffère nettement de l'usage contemporain standard, dans lequel l'extension d'un prédicat 
est l'ensemble des entités qui satisfont le prédicat et l'intension d'un prédicat est le sens de, ou exprimé par, 
le prédicat. En bref, Wittgenstein pense que l'extension de cette notion de concept-et extension du 
domaine des objets existants (c'est-à-dire physiques) au soi-disant domaine des "objets mathématiques!" est 
basée sur une analogie erronée et engendre une confusion conceptuelle.) 


Ces deux raisons, on va le voir, ont au moins une conséquence immédiate pour la philosophie des mathématiques de 
Wittgenstein : 


- 1. Rejet des extensions mathématiques infinies : étant donné qu'une extension mathématique est un 
symbole ('signe") ou une concaténation finie de symboles étendus dans l'espace, il existe une différence 
catégorique entre les intentions mathématiques et les extensions mathématiques (finies), d'où il résulte que 
"l'infini mathématique » ne réside que dans les règles récursives (c'est-à-dire les intensions). Une extension 
mathématique infinie (c'est-à-dire une extension mathématique infinie et complétée } est une contradiction 
dans les termes. Dans cet essai, on verra la démonstration de cette thèse et sa preuve mathématique telle 
qu’elle est formulées dans l'œuvre de Wittgenstein. 


L PARTIE MATHÉMATIQUE 


À. CHAPITRE 1. OPÉRATION ET PREUVE - PARTIE MATH 


1. LA THÉORIE TRACTARIENNE FORMELLE DE LA PREUVE MATHÉMATIQUE 


- 4461 — Ta proposition montre ce qu’elle dit, la tautologie et la contradiction 
montrent qu’elles ne disent rien. La tautologie n’a pas de conditions de vérité, 
car elle est inconditionnellement vraie; et la contradiction n’est vraie sous 
aucune condition. La tautologie et la contradiction sont vides de sens! (Comme 
le point, duquel partent deux flèches en directions opposées.) (Je ne sais rien du 
temps qu’il fait par exemple, lorsque je sais : ou il pleut ou il ne pleut pas.) 
44611 — Mais la tautologie et la contradiction ne sont pas dépourvues de 
sens; elles appartiennent au symbolisme, tout à fait à la manière dont le «0» 
appartient au symbolisme de arithmétique. 


La conception formaliste et non référentielle de Wittgenstein des propositions et des termes mathématiques 
commence dans le Tractatus . Le Tractatus logico-philosophicus est une œuvre de Ludwig Wittgenstein, d'abord 
publiée en allemand, sous le titre Logisch-Philosophische Abhandlung en 19211, puis en anglais un an plus tard avec 
le titre latin actuel, sur les suggestions de George Edward Moore. Dans la mesure où Wittgenstein esquisse une 
philosophie rudimentaire des mathématiques dans le Tractatus , il le fait en opposant les mathématiques et les 
équations mathématiques aux propositions authentiques (contingentes), au sens, à la pensée, aux signes 
propositionnels et à leurs noms constitutifs, et à la vérité par- correspondance. 


Dans le Tractatus , Wittgenstein affirme qu'une proposition authentique, qui repose sur des conventions, est utilisée 
pat nous pour affirmer qu'un état de choses (c'est-à-dire un fait élémentaire ou atomique ; « Sachverhalt ») ou un fait 
(c'est-à-dire des états de choses multiples) ; "’Tatsache ‘) obtenu(s) dans le seul et unique monde réel. Une 
proposition élémentaire est isomorphe à l état de choses possible qu’elle est utilisée pour représenter : elle doit 
contenir autant de noms qu’il y a d’objets dans l’état de choses possibles. Une proposition élémentaire est vraie si 
son état de choses possible (c'est-à-dire son « sens » ; « Sinn ») est vérifié. Wittgenstein énonce clairement cette 
théorie de la vérité par correspondance en (4.25) : 


ST une proposition élémentaire est vraie, l'état de choses existe ; si une proposition élémentaire est fausse, l'état de choses 


39 , 66 


n'existe pas. ? ; “— Les mathématiques sont une méthode logique. ” 

Mais les propositions et leurs composantes linguistiques sont, en elles-mêmes, mortes : une proposition n’a de sens 
que parce que nous, les êtres humains, lui avons doté d’un sens conventionnel (5.473). De plus, les signes 
propositionnels peuvent être utilisés pour faire un certain nombre de choses (par exemple, insulter, attirer l'attention 
de quelqu'un) ; Afin d'affirmer qu'un état de choses se produit, une personne doit « projeter » le sens de la 
proposition — son état de choses possible — en « pensant » (par exemple, en imaginant) son sens pendant qu'elle 
parle, écrit ou pense la proposition (3.11°). ). Wittgenstein relie l'usage , le sens , la correspondance et la vérité en 
disant qu'« ue proposition est vraie si l'on utilise cela veut dire que les choses se présentent d'une certaine manière, et c'est le 
cas » (4.062). 


Les conceptions tractariennes de propositions authentiques (contingentes) et le concept (original et) central de vérité 
sont utilisés pour construire des théories de « propositions » logiques et mathématiques par contraste . En termes 
clairs et directs, les tautologies, les contradictions et les propositions mathématiques (c'est-à-dire les équations 
mathématiques) ne sont ni vraies ni fausses : nous disons qu'elles sont vraies ou fausses, mais ce faisant, nous 
utilisons les mots « vrai » et « faux » dans des sens très différents. sens à partir du sens dans lequel une proposition 
contingente est vraie ou fausse. Contrairement aux propositions authentiques, les tautologies et les contradictions « 


15.473 — Ia logique doit prendre soin d'elle-même. - Si un signe est possible, il est aussi capable de dénoter. En logique, tout ce qui est 
possible est aussi permis. (« Socrate est identique » ne veut rien dire parce qu'il n'y a aucune propriété appelée «identique ». La 
Proposition est dépourvue de sens, parce que nous n'avons pas effectué nne détermination arbi-traire, mais non pas parce que le symbole 
serait illégitime en soi et par soi.) 


23.11 — Nous sons du signe sensible (sonore ou écrit, etc.) de la proposition comme projection de la situation possible. La méthode de 
brojection est la pensée du sens de la proposition. Ex. I] pleut à Paris et il ne pleut pas à Florence, (P V—Q) 


mont pas de « sujet » » (6.124), « manquent de sens » et « ne disent rien » du monde (4.461) et, de manière 
analogue, les équations mathématiques sont des « pseudo-propositions » (6.2°) — La mathématique est une méthode 
logique ‘; et ces équations qui, lorsque « vrai » (« correct » ; «richtig" (6.23217)), « marque simplement. [l'Iéquivalence 
de sens [de ‘deux expressions] » (6.2323°). Étant donné que « [tJautologie et contradiction sont les cas limites — voire 
la désintégration — de la combinaison de signes » (4.466? ), où: 


- les conditions d'accord avec le monde - les relations représentationnelles - s'annulent les unes les autres, de sorte 
qu'elles ne se trouvent dans aucune relation représentationnelle avec la réalité ; 


les tautologies et les contradictions ne représentent pas la réalité ou les états de choses possibles et les faits possibles 
(4.462). 


3 6.12 — Que les propositions de la logique soient des tautologies montre les propriétés formelles — logiques — de la langue, du monde. 
Que les composants liés de cette manière engendrent une tantologie, voilà qui caractérise la logique de ses composants. Pour que des 
propositions liées d'une certaine manière engendrent une tautologie, elles doivent avoir des propriétés déterminées de structure. Qu''elles 
engendrent, dans cette connexion, une tautologie, montre donc qu'elles possèdent ces propriétés de structure. 

- 6.120171 — Que par exemple les propositions « p » et «=p » dans la connexion «-(p. -p)>» engendrent une tautologie montre qu'elles se 
contredisent l'une l'autre. Que les propositions « p = q », «p», et «q » liées sous la forme : «(bp = q).(b}: = : (q)» engendrent une 
tautologie montre que q suit de p et dep = q. Que «(x).fx: = : fa» soit une tautologie montre que fa suit de (x). fx, etc, et. 

- 6.1202 — I] est clair que l'on pourrait, au lien des tautologies, employer les contradictions 


# 4,461 — La proposition montre ce qu'elle dit, la tautologie et la contradiction montrent qu'elles ne disent rien. La tautologie n'a pas 
de conditions de vérité, car elle est inconditionnellement vraie; et la contradiction n'est vraie sous ancune condition. La tautologie et la 
contradiction sont vides de sens! (Comme le point, duquel partent deux flèches en directions opposées.) (Je ne sais rien du temps qu'il fait 
par exemple, lorsque je sais : ou il pleut ou il ne pleut pas.) 

44611 — Mais la tantologie et la contradiction ne sont pas dépourvues de sens; elles appartiennent an symbolisme, tout à fait à la 
manière dont le «0» appartient an symbolisme de l'arithmétique. 


5 6.2 — La mathématique est une méthode logique. 

$ 6.2 — La mathématique est une méthode logique. 

6.23 — Si deux propositions sont mises en connexion par le signe d'égalité, cela veut dire qu'elles sont mutuellement substituables. Mais 
si c'est le cas, les deux expressions mêmes doivent le montrer. Quelles soient mutuellement substituables caractérise la forme logique des 
deux expressions. 

6.231 — C'est une propriété de l'affirmation que l'on puisse la concevoir comme double négation. C'est une propriété de « 1+1+1+1 » 
que l'on puisse le concevoir comme «(1+1) + (1+1)» 


7 6.2321 — Er que les propositions de la mathématique puissent être démontrées, cela ne veut rien dire d'autre sinon que leur correction 
est percevable sans que ce qu'elles expriment doive être comparé avec les faits, pour établir sa propre correction. 


8 6.234 — I a mathématique est une méthode de la logique. 

G.2341 — L'essentiel de la méthode mathématique, c'est que l'on travaille avec des équations. Car sur cette méthode repose le fait que 
toute proposition mathématique doit se comprendre d'elle-même. 

G.24 — La méthode dont use la mathématique pour obtenir ses équations est la méthode de substitution. Les équations en effet 
expriment la substituabilité de deux expressions, et nous procédons d'un certain nombre d'équations à de nouvelles équations, en 
substituant, conformément aux équations, des expressions à d'autres. 

G.2A1 — Ainsi se formule la démonstration de la proposition 2x2=4 : (Q°) Px = Q°* Mx Déf. Q 2*7x= (7) 2x = (02) 4x = 
QPOPx = QU QU 'x = (0A)Y(OO)x = ODOOx = O© HIS ES Ofx 


9 4466 — À ne connexion logique déterminée de signes correspond une connexion logique déterminée de leurs significations; toute 
connexion arbitraire ne correspond qu'à des signes sans connexion. C'est-à-dire que des propositions vraies pour chaque situation ne 
peuvent absolument pas être des connexions de signes, car ne pourraient en ce cas leur correspondre que des connexions déterminées 
d'objets. (Et à l'absence de connexion logique correspond l'absence de connexion d'objets.) La tautologie et la contradiction sont les cas 
limites de la connexion de signes, à savoir sa dissolution. 

44661 — À vrai dire, dans la tautologie et dans la contradiction les signes sont bien encore liés entre eux, c'est-à-dire qu’ils ont des 
relations mutuelles, maïs ces relations sont sans signification, elles ne sont pas essentielles au symbole. 


10 4.462 — I a tautologie et la contradiction ne sont pas des images de la réalité. Elles ne figurent aucune situation possible. Car celle-là 
permet route situation possible, celle-ci aucune. 

Dans la tantologie les conditions de l'accord avec le monde — les relations de figuration — s'annulent mutuellement, de sorte qu'elle 
n'entretient aucune relation de figuration avec la réalité. 


En d’autres termes, les tautologies et les contradictions n’ont pas de sens, ce qui signifie que nous ne pouvons pas 
les utiliser pour formuler des affirmations, ce qui signifie, à leur tour, qu’elles ne peuvent être ni vraies ni fausses. De 
la même manière, les pseudo-propositions mathématiques sont des équations qui indiquent ou montrent que deux 
expressions ont un sens équivalent et sont donc intersubstituables. En effet, on arrive à des équations 
mathématiques par « la méthode de substitution » : 


En partant d'un certain nombre d'équations, on avance vers de nouvelles équations en substituant différentes expressions conformément 
aux équations. (6.24) 


Nous prouvons que les « propositions » mathématiques sont « vraies » («correctes ») en « voyant » que deux 
expressions ont la même signification, qui « doit être manifeste dans les deux expressions elles-mêmes » (6.23), et en 
substituant une expression à une autre avec la même signification. Tout comme « on peut reconnaître que [les propositions 
logiques] sont vraies à partir du seul symbole (sic) » (6.113), « la possibilité de prouver » des propositions mathématiques 
signifie que nous pouvons percevoir leur exactitude sans avoir à comparer « ce qu'elles expriment » avec des faits. 
(6.2321! ; cf. RFM App. IL, $4 : Remarks on the Foundations of Mathematics (1937). 


La démarcation entre les propositions contingentes, qui peuvent être utilisées pour représenter correctement ou 
incorrectement des parties du monde, et les propositions mathématiques, qui peuvent être décidées de manière 
purement formelle et syntaxique, est maintenue par le premier Wittgenstein. Compte tenu des conventions 
linguistiques et symboliques, la valeur de vérité d'une proposition contingente (sic) est entièrement fonction de la 
façon dont le monde est, tandis que la « valeur de vérité » d'une proposition mathématique est entièrement fonction 
de ses symboles constitutifs et du système formel dont elle est constituée. Ainsi, une deuxième façon, étroitement 
liée, d'énoncer cette démarcation est de dire que les propositions mathématiques sont décidables par des moyens 
purement formels (par exemple, des calculs), tandis que les propositions contingentes, concernant le monde « 
extérieur », ne peuvent être décidées, voire pas du tout. , en déterminant si un fait particulier existe ou non 
(c'est-à-dire quelque chose d'extérieur à la proposition et au langage dans lequel il réside) (2.223°° ; 4.055). 


La théorie formelle tractarienne des mathématiques est spécifiquement une théorie des opérations * formelles. Très 
brièvement exposé ici, Wittgenstein présente : 


a. La forme générale d'une proposition (« fonction-vérité ») [comme] [p  ,£ ,NŒ  )]. (6) 


b. La forme générale d'un entier [entier naturel] [comme] [0,6,€+1]. (6.03) 


1. sinnlos. Par opposition à nnsinnig, dépourvu de sens. Tautologie et contradiction n'apportent aucune information sur le monde. Elles 
ont un sens, mais vide de tout contenu. Voir l'analogie avec le zéro arithmétique à l'aphorisme 44611. 


1°6.2321 — Er que les propositions de la mathématique puissent être démontrées, cela ne veut rien dire d'autre sinon que leur 
correction est percevable sans que ce qu'elles expriment doive être comparé avec les faits, pour établir sa propre correction. 


122.223 = Pour reconnaître si | image est vraie on fausse, nous devons la comparer avec la réalité. 


184.05 — La réalité est comparée à la proposition. 
4.06 — La proposition ne peut être vraie on fausse que dans la mesure où elle est une image de la réalité. 


45,5 Chaque fonction de vérité est le résultat d'applications successives de l'opération : (-—- V/) (E,...) à des propositions 
élémentaires. 

5.501 — Une expression entre parenthèses, dont les membres sont des propositions dont l'ordre est arbitraire, je la note par un signe de 
la forme « (Ë) ». «Ë » est une variable dont les valeurs sont les membres de l'expression entre parenthèses; et la barre au-dessus de la 
variable note que celle-ci représente l'ensemble de ses valeurs dans les parenthèses. — (Si par exemple & a les trois valeurs P.Q,R — 
@ = POR)) . . 

5.502 — J'écris donc, au lieu de «(-----V/) (E....) », « N(Ë) ». N\ (6) est la négation de l'ensemble des valeurs de la variable 
propositionnelle E. 

5,2522 — Ie signe ‘la, x; O'xj” pour le terme général de la série de formes a, oh, O'O'a... (5,2522) 

6.01 — La forme générale d'une opération Q'(n—) fcommellE NE fn Fin SE ,N(Ë )}). (6.01) 


Ajoutant que « {je concept de nombre est. la forme générale d'un nombre » (6.0225). L. Wittgenstein affirme que si « [une] 
fonction ne peut pas être son propre argument... une opération peut prendre comme base un de ses propres 
résultats » (5.251). 


Étant donné que « //e concept d'applications successives d'une opération est équivalent au concept let ainsi de suite » (5.2523), on 
peut voir comment les nombres naturels peuvent être générés par des itérations répétées de la forme générale d'un 
nombre naturel. , à savoir '[0 , x, x+ 1]"°. De même, des propositions fonctionnelles de vérité peuvent être générées, 
comme le dit Russell dans l'Introduction au Tractatus (p. xv), à partir de la forme générale d'une proposition « 


Pb ,X ,NX )l'par 


- en prenant n'importe quelle sélection de propositions atomiques [où p « représente toutes les propositions 
atomiques » ; « la barre au-dessus de la variable indique qu'elle est la représentative de toutes ses valeurs » (5.501)], 
en les niant toutes, puis en prenant n'importe quelle sélection de l'ensemble de propositions maintenant obtenues, 
ainsi que l'un des originaux [où X « représente n'importe quel ensemble de propositions »] - et ainsi de suite 
indéfiniment. 


Par ex. en prouvant : 
L'équation "Oh2 X 2°x=Oh4' x », qui traduit l'identité arithmétique «2 X 2 = 4» dans le langage opérationnel 
(6.241, 


- La thèse de I. Wittgenstein est vérifictionniste et a été analysée avec détail déjà par H. Poincaré : 


Poincaré, Henri, La Science et l'Hypothèse, Flammarion, 1917. PT, Le Nombre et la Grandeur, Chap. 1. Sur la nature du 
raisonnement mathématique, I-I 


Le débat est ancien ; déjà Leibnitz cherchait à démontrer que 2 et 2 font 4 ; examinons un peu sa 
démonstration. 


Je suppose que l’on aït défini le nombre 1 et l'opération x + 1 qui consiste à ajouter l’unité à un nombre 
donné x. 


Ces définitions, quelles qu’elles soient, n’interviendront pas dans la suite du raisonnement. 
Je définis ensuite les nombres 2, 3 et 4 par les égalités : 
()1+1=2; 2)2+1=3; (33+1=4. 


Je définis de même l’opération x + 2 par la relation : 
A4) x+2=(x+1 +1. 


Cela posé nous avons : 


2+2=02+1+1 (Définition 4) 

C+1+1=34+1 (Définition 2) 

3+1=4 (Définition 3) 
d’où 

2+2=4 C.QED. 


18 6.022 — Le concept de nombre n'est rien d'autre que ce qui est commun à tous les nombres, la forme générale du nombre. Le concept 
de nombre est le nombre variable. Er le concept d'égalité entre nombres est la forme générale de toutes les égalités numériques particulières. 
6.03 — La forme générale du nombre entier est : 10, &, E+1/ 

16 Poincaré, Henri, La Science et l’Hypothèse, Flammarion, 1917. PT, Le Nombre et la Grandeur, Chap. 1. Sur la nature du 
raisonnement mathématique 

17 6.24 — I 4 méthode dont use la mathématique pour obtenir ses équations est la méthode de substitution. 6.241 — 2x2=4: (Q°) 
Px = O% Mx Dé. 


On ne saurait nier que ce raisonnement ne soit purement analytique. Mais interrogez un mathématicien 
quelconque : « Ce n’est pas une démonstration proprement dite, vous répondra-t-il, c’est une vérification ». On 
s’est borné à rapprocher l’une de l’autre deux définitions purement conventionnelles et on a constaté leur 
identité ; on n’a rien appris de nouveau. La vérification” diffère précisément de la véritable démonstration, parce 
qu’elle est purement analytique et parce qu’elle est stérile. Elle est stérile parce que la conclusion n’est que la 
traduction des prémisses dans un autre langage. La démonstration véritable est féconde au contraire parce que 
la conclusion y est en un sens plus générale que les prémisses. 

L'égalité 2 + 2 = 4 ma été ainsi susceptible d’une vérification que parce qu’elle est particulière. Tout 
énoncé particulier en mathématiques pourra toujours être vérifié de la sorte. Mais si la mathématique devait se 


réduire à une suite de pareilles vérifications, elle ne serait pas une science. Aïnsi un joueur d’échecs, par 
exemple, ne crée pas une science en gagnant une partie. Il n’y a de science que du général. 


On peut même dire que les sciences exactes ont précisément pour objet de nous dispenser de ces 
vétifications directes. 


C.Q.E D 


- Note (cf. I-II et III-VIII de H.P) : Il faut noter que H. Poincaré établit la différence ici entre vérification 
mathématique et démonstration mathématique. H. Poincaré fejoint la thèse de L. Wittgenstein sur le 
problème du raisonnement mathématique. Par contre, il y a une distinction subtile entre la thèse de H. 
Poincaré et celle de L. Wittgenstein entre vérification et démonstration sur le fondement des 
mathématiques. 


18 Poincaré, Henri, La Science et l’Hypothèse, Flammarion, 1917. PT, Le Nombre et la Grandeur, Chap. 1. Sur la nature du 
raisonnement mathématique, UT-V/TI, 


Définition de l'addition. — Je suppose qu’on ait défini préalablement l'opération x + 1, qui consiste à 
ajouter le nombre 1 à un nombre donné x. 


Cette définition, quelle qu’elle soit d’ailleurs, ne jouera plus aucun rôle dans la suite des raisonnements. 
Il s’agit maintenant de définir l’opération x + a, qui consiste à ajouter le nombre 7 à un nombre donné x. 
Supposons que l’on ait défini l’opération 

Fa T1), 


lopération x + a sera définie par légalité : 


(1) 


x+a=fx+(a-1]+1 


Nous saurons donc ce que c’est que x + 4 quand nous saurons ce que c’est que x + (4 — 1), et comme j'ai 
supposé au début que l’on savait ce que c’est que x + 1, on pourra définir successivement et « par récurrence » 
les opérations x + 2, x + 3, etc. 


Cette définition mérite un moment d'attention, elle est d’une nature particulière qui la distingue déjà de la 
définition purement logique ; l'égalité (1) contient en effet une infinité de définitions distinctes, chacune d’elles 
n'ayant un sens que quand on connaît celle qui la précède. 


Propriétés de l'addition, — Associativité. — Je dis que 
at+(b+à=(a+D+c 
En effet le théorème est vrai pour « = 1 ; il s’écrit alors 


at (b+1)=(a+b+1, 
ÉCOED 


En prouvant donc par substitution et substituabilité : 


- _ L'équation "Oh2 X 2°x=Oh4' x», qui traduit l'identité arithmétique «2 X 2 = 4» dans le langage 
opérationnel (6.241), 


L. Wittgenstein esquisse ainsi « une traduction de arithmétique numérique en une sorte de théorie générale des 
opérations ». 


Malgré le fait que Wittgenstein ne tente clairement pas de réduire les mathématiques à la logique, un certain nombre 
de commentateurs, anciens et récents, ont interprété la théorie tractarienne des mathématiques de Wittgenstein 
comme une variante du logicisme tel que O. Quine [Mathematical Logic, 1947.] Il y à au moins quatre raisons 
avancées pour cette interprétation : 


- 1. Wittgenstein dit que « [Îles mathématiques sont une méthode de logique » (6.234). 


- 2. Wittgenstein dit que « [la logique du monde, qui se manifeste dans les tautologies par les propositions de 
la logique, se manifeste dans les équations par les mathématiques » (6.22). 


- 3. Selon Wittgenstein, nous vérifions la vérité des propositions mathématiques et logiques par le seul 
symbole (5.1311°*), (6.113) — [c'est-à-dire par des opérations purement formelles), sans faire aucune observation (« 
externe », non symbolique) des états de choses on des faits dans le monde. 


- 4. L'«interprétation itérative (inductive) de Wittgenstein des chiffres comme exposants d'une variable 
d'opération”! » (6.24), (6.241) — est une « réduction de l'arithmétique à la théorie des opérations », où « l'opération » est 
interprétée comme une « opération logique ». 


Bien qu’au moins trois interprétations logicistes du Tractatus soient apparues par contre s’agit-il vraiment de 
Logicisme ? 


Par exemple, en disant que « //Jes mathématiques sont une méthode de logique », Wittgenstein dit peut-être seulement que 
puisque la forme générale d'un nombre naturel et la forme générale d'une proposition sont toutes deux des instances 
de la forme générale d'un (purement formel) ), tout comme les propositions fonctionnelles de vérité peuvent être 
construites en utilisant la forme générale d'une proposition, les (vraies) équations mathématiques peuvent être 
construites en utilisant la forme générale d'un nombre naturel. Alternativement, Wittgenstein peut vouloir dire que 
les énférences mathématiques (c'est-à-dire non les substitutions) sont en accord avec les inférences logiques ou les 
utilisent, et dans la mesure où le raisonnement mathématique est un raisonnement logique, — /es mathématiques sont 
une méthode logique. 


De même, en disant que « //Ja logique du monde » est démontrée par des tautologies et de véritables équations 
mathématiques , Wittgenstein pourrait dire que puisque les mathématiques ont été inventées pour nous aider à 
compter et à mesurer, dans la mesure où elles permettent nous permet de déduire des propositions contingentes à 


19 6.24 — I 4 méthode dont use la mathématique pour obtenir ses équations est la méthode de substitution. 6.241 — 2x2=4: (Q°) 
Px = O% Mx Dé. 

2051311 — Quand nous déduisons q de pvq et -p, la relation entre les formes des propositions « pvq » et « b » est masquée par le 
mode de description. Mais si nous écrivons, par exemple, au lien de «pvq»,<plq.l. pl», et an lieu de «-p»,<plby» (blq = ni p ni q), alors 
l'interdépendance interne devient évidente. 

(Que l'on puisse déduire fa de (x). fx montre que la généralité est déjà comprise dans le symbole «(x). fx ».) 

6.113 —- La marque particulière des propositions logiques est que l'on peut reconnaître sur le seul symbole qu'elles sont vraies, et ce fait 
clôt sur elle-même toute la philosophie de la logique. 


21 6.24 — La méthode dont use la mathématique pour obtenir ses équations est la méthode de substitution. Les équations en effet 
expriment la substituabilité de deux expressions, et nous procédons d'un certain nombre d'équations à de nouvelles équations, en 
substituant, conformément aux équations, des expressions à d'autres. 

G.2AT — Ainsi se formule la démonstration de la proposition 2x2—4: 

(©°) Px = OQ°* Mx Dé. © 2*7x= (7) 2x = (02) 4x = OPOPx>x = QU QU ‘x = (0A)Y(OO)x = ODOOx = O HIS ES 
Of. CO.FD. 


partir de propositions contingentes (voir 6.211 ci-dessous), cela reflète ainsi des faits contingents et « ///a logique du 


monde ». Bien que la logique — qui est inhérente en partie au langage naturel (« quotidien ») (4.002, 4.003%) et qui a 
évolué pour répondre à nos besoins de communication, d’exploration et de survie — n’est pas inventée de la même 
manière, une inférence logique valable capture la relation entre les faits possibles. 


En ce qui concerne donc le Tractatus” en général, il est possible de remarquer et de conclure que si nous vérifions 
la vérité des tautologies et des équations mathématiques sans faire appel à des « états de choses » ou à des « faits », 
les véritables équations et tautologies mathématiques sont si analogues que nous pouvons « à juste titre » décrire « la 
philosophie de l'arithmétique du Tractatus .. comme une sorte de logicisme » 

Or la théorie de Wittgenstein n’est pas une « sorte de logicisme » au sens de Frege ou de Russell, parce que 
VWittgenstein ne définit pas les nombres « logiquement » ni à la manière de Frege ni à la manière de Russell, et la 
similitude (ou l'analogie) entre les tautologies et les véritables équations mathématiques n'est ni une identité ni une 
relation de réductibilité bien que cette idée soit discutable. 


Enfin, la critique de la préface de Russell du Tractatus, relativise l’idée d’un logicisme wittgensteinien car elle 
soutient que le problème est qu'il n'y a aucune preuve pour affirmer que l'opération pertinente est logique au sens de 
Wittgenstein, comme l’est de Russell ou Frege du terme - elle semble être une opération syntaxique purement 
formelle. « Les opérations logiques s'effectuent avec des propositions, les opérations arithmétiques avec des nombres », dit 
Wittgenstein ; « //Je résultat d'une opération logique est une proposition, le résultat d'une opération arithmétique est un nombre ». 


Il est vrai bien que les mathématiques et l'activité mathématique soient purement formelles et syntaxiques en partie, 
dans le “Tractatus” et les “Remarques” Wittgenstein essaie de distinguer tacitement entre les jeux purement 
formels avec des signes”, qui n'ont aucune application dans les propositions contingentes, et les propositions 
mathématiques, qui sont utilisées pour faire des inférences à partir de propositions contingentes vers des 
propositions contingentes. propositions). Nonobstant, Wittgenstein ne dit cependant pas explicitement comment 
les équations mathématiques, qui ne sont pas de véritables propositions, sont utilisées dans les inférences allant de 
proposition(s) authentique(s) à proposition(s) authentique(s). 


2 6.211 — Dans la vie, ce n'est pas de propositions mathématiques dont nous avons besoin, mais nous usons de la proposition 
mathématique, pour déduire, de propositions qui n'appartiennent pas à la mathématique, d'autres propositions, qui ne lui appartiennent 
pas non plus. (En philosophie la question : « À quoi proprement nous sert ce mot, cette proposition? » conduit toujours à des intuitions 
Drécieuses.) 


23 4.016 — Pour comprendre l'essence de la proposition, pensons aux biéroglyphes qui représentent les faits qu'ils décrivent. À partir 
d'eux, a été créée l'écriture alphabétique, sans que soit perdu l'essentiel de la représentation. 
4.02 — Nous le voyons en ceci que nous comprenons le sens du signe propositionnel sans qu'il nous ait été expliqué. 


2 4,03 — Une proposition doit communiquer un sens nouveau avec des expressions anciennes. 

La proposition nous communique une situation, donc elle doit avoir une interdépendance essentielle avec cette situation. EF cette 
interdépendance consiste justement en ce qu'elle est l'image logique de la situation. La proposition ne dit quelque chose que dans la mesure 
où elle est image. 


NB. — I/ faut noter qu'il y a en effet des remarques explicites de Russell et de Ramsay qu'il faut prendre en compte pour 
relativiser la théorie tractarienne de la preuve mathématique : — En effet, concernant la théorie tractarienne des mathématiques de 
Witigenstein ; dans l'Introduction an Tractatus , Russell écrit que la « théorie des nombres » de Wittgenstein « a besoin d'un plus grand 
développement technique », principalement parce que W/itigenstein n'a pas montré comment elle pouvait traiter les nombres transfinis. De 
même, dans sa revue du Tractatus, Frank Ramsey a écrit que le « récit » de Wittgenstein ne couvre pas tous les mathématiques, en partie 
parce que la théorie des équations de Witigenstein ne peut pas expliquer les inégalités. Même s'il est peu probable qu'en 1923 
Witigenstein ait pensé que ces questions posaient problème, il est certainement vrai que la théorie tractarienne des mathématiques n'est 
essentiellement qu'une esquisse, surtont en comparaison avec ce que W'itigenstein commence à développer six ans plus tard. 


26 RFM V, 62, 1942 — fej'est l'utilisation en dehors des mathématiques, et donc la signification [ Bedeutung ] des signes, qui fait du 
jeu des signes des mathématiques. (c'est-à-dire un « jeu de langage » mathématique ; (Remarques sur les fondements des Mathématiques) 


27 


Il est néanmoins intéressant de distinguer en général pour les signes” ; un simple « jeu de signes » d’un véritable jeu 
de langage mathématique. 


28 3.318 — Je conçois la proposition — avec Frege et Russell — comme fonction des expressions qu'elle contient. 

Les conceptions tractariennes des propositions authentiques (contingentes) et le concept (original et) central de vérité sont utilisés pour 
construire des théories de « propositions » logiques et mathématiques par contraste. Exprimées avec audace et crément, les tantologies, les 
contradictions et les propositions mathématiques (c'est-àdire les équations mathématiques) ne sont ni vraies ni fausses - nous disons 
qu'elles sont vraies ou fausses, mais ce faisant, nous utilisons les mots « vrai » et « faux » dans des termes très différents. sens du sens 
dans lequel une proposition contingente est vraie ou fausse. Contrairement aux propositions authentiques, les tautologies et les 
contradictions “n'ont pas de ‘sujel"" (6.124), "n'ont pas de sens" et "ne disent rien" sur le monde (4.461), et, de manière analogne, les 
équations mathématiques sont des "hsendo-propositions"" ( 6.2) qui, lorsqu'il est 'vraÿ’ (correct; ‘richtig ‘ (6.2321)), « marquent 


simplement … [7] équivalence de sens [de ‘deux expressions'] » (6.2323). Etant donné que « [l'autologie et la contradiction sont les cas 
limites — voire la désintégration — de la combinaison de signes » (4.466) 


IL PARTIE MATHÉMATIQUE 
A. CHAPITRE 1. OPÉRATION ET PREUVE - PARTIE MATH 


2. L'ARITHMETIQUE DE PEANO 


- 4461 — Le formalisme Post-Tractatus de la preuve math, Le formalisme 
constructif intermédiaire de Wittgenstein, La preuve formelle dans le Tractatus, 
La formalisation de la à preuve Mathématique tractarienne xx, La proposition 
montre ce qu’elle dit, la tautologie et la contradiction montrent qu’elles ne 
disent rien. La tautologie n’a pas de conditions de vérité, car elle est 
inconditionnellement vraie; et la contradiction n’est vraie sous aucune 
condition. La tautologie et la contradiction sont vides de sens! (Comme le 
point, duquel partent deux flèches en directions opposées.) (Je ne sais rien du 
temps qu’il fait par exemple, lorsque je sais : ou il pleut ou il ne pleut pas.) 
109-111 — On pourrait dire que l’arithmétique est une sorte de géométrie ; 
c'est-à-dire qu'en géométrie ce sont des constructions sur papier, en 
arithmétique ce sont des calculs (sur papier). — On pourrait dire que c'est une 
sorte de géométrie plus générale. ( PR (109 ; PR (111) 


La preuve mathématique est une opération “purement” formelle et peut-être syntaxique ou constructive dans le 
Tractatus. — Lorsque nous prouvons un théorème ou décidons d’une proposition, nous opérons de manière 
purement formelle et syntaxique. — En faisant des mathématiques, nous ne découvrons pas des vérités 
préexistantes qui étaient « déjà là sans qu’on le sache » (PG 481°°) — nous inventons les mathématiques, petit à petit. 
«Si tu veux savoir quoi 2 + 2 = 4 Cela signifie », dit Wittgenstein, « qu'il faut se demander comment nous y 
parvenons », car « nous considérons le processus de calcul comme l'essentiel » ( PG 333, 1974, Philosophical 
Grammar, Oxford: Basil Blackwell; Rush Rhees, (ed.); translated by Anthony Kenn)). 


Il est intéressant d'apprécier cette variante du formalisme, selon laquelle « /nous] faisons des mathématiques » (PR 
$159% en inventant des calculs mathématiques purement formels, avec « des axiomes stipulés ( PR (202), des règles 
syntaxiques de transformation et des procédures de décision qui nous permettent d'inventer la « vérité mathématique » 
et la « fausseté mathématique » en décidant algorithmiquement de « propositions » mathématiques ( PR (122, 162 ). 


L. Wittgenstein est rapporté dans le WVC 34, note 1°!, « /es /nJombres ne sont pas représentés par des procurations ; les 
chiffres sont là ». Cela signifie non seulement que les chiffres sont utilisés, cela signifie que les chiffres sont les 
nombres, car « //J'arithmétique ne parle pas de nombres, elle travaille avec des nombres » PR s109. 


Ce qui concerne l'arithmétique, c'est le schéma| | | |.—Mais l'arithmétique parle-t-elle des lignes que je trace au 
crayon sur le papier comme le critiquait H. Poincaré dans La Science et l'Hypothèse ? — En effet, l'arithmétique ne 
parle pas des lignes, elle opère avec elles, PG 333. 


Ainsi, tel est le cœur du formalisme de L. Wittgenstein qui opère pour le moins dans le Tractatus. Lorsque nous 
prouvons un théorème ou décidons d’une proposition, nous opérons de manière purement formelle et syntaxique. 
En faisant des mathématiques, nous ne découvrons pas des vérités préexistantes qui étaient « déjà là sans qu’on le 
sache », PG 481 — nous inventons les mathématiques, petit à petit. « Si tu veux savoir quoi 2 + 2 = 4 


2 L.W., PG 1974, Philosophical Grammar, Oxford: Basil Blackwell: Rush Rhees, (ed.); translated by Anthony Kenny 
3 L.W, PR 1975, Philosophical Remarks, Oxford: Basil Blackwell: Rush Rhees, (ed.); translated by Raymond Hargreaves and 
Roger White. 


3 WVC, Waismann, Friedrich, 1979 — Witigenstein and the Vienna Circle, Oxford: Basil Blackwell; edited by B.F. 
McGuinness; translated by Joachim Schulte and B.F. McGuinness. 


Cela signifie », dit Wittgenstein, « qu'il faut se demander comment nous y parvenons », car « nous considérons le 
processus de calcul comme l'essentiel », PG 333. Par conséquent, la seule signification (c'est-à-dire le sens) d'une 
proposition mathématique est entièrement déterminée par ses relations syntaxiques avec d'autres propositions du 
calcul. 


Cette position sur la preuve mathématique ici s'oppose au “vérificationnisme” c’est-à-dire son point de vue selon 
lequel l'application (et/ou la référence) extra-mathématique n'est pas une condition nécessaire d'un calcul 
mathématique. Les calculs mathématiques ne nécessitent pas d'applications extra-mathématiques, affirme 
Wittgenstein, puisque nous « pouvons développer l'arithmétique de manière totalement autonome et son application se fait 
d'elle-même puisque partout où elle est applicable, nous pouvons également l'appliquer », PR s109* ; cf. PG 308 : 


Une équation explique L. Wittgenstein, est une règle de syntaxe. Cela n'explique-t-il pas pourquoi nous ne pouvons 
pas avoir de questions mathématiques qui sont en principe sans réponse ? Car si les règles de la syntaxe ne peuvent 
être comprises, elles ne servent à rien... [Cela] rend intelligibles les tentatives du formaliste de voir les 
mathématiques comme un jeu avec des signes. RP s121*. 


L. Wittgenstein entend par “ nous ne pouvons avoir de questions mathématiques qui sont en principe sans réponse”? 
quelque chose de tacite qui est une “hypothèse” tacite à savoir l’application de — La loi du milieu exclu, qui au delà de 
Hilbert et Brouwer, est une fonction” qui restreint les propositions mathématiques à des expressions qui sont 
algorithmiquement décidables. 


2.1. LE FINI ET L'INFINI 


- 4.461 — Le formalisme constructif intermédiaire de Wittoenstein, La preuve 
formelle dans le Tractatus, La preuve Mathématique tractarienne, La nature de 
la proposition mathématique, chez Le wittgenstein moyen xx, La proposition 
montre ce qu’elle dit, la tautologie et la contradiction montrent qu’elles ne 
disent rien. La tautologie n’a pas de conditions de vérité, car elle est 
inconditionnellement vraie; et la contradiction n’est vraie sous aucune 
condition. La tautologie et la contradiction sont vides de sens! (Comme le 
point, duquel partent deux flèches en directions opposées.) (Je ne sais rien du 
temps qu’il fait par exemple, lorsque je sais : ou il pleut ou il ne pleut pas.) 
109-111 — On pourrait dire que l’arithmétique est une sorte de géométrie ; 
c'est-à-dire qu'en géométrie ce sont des constructions sur papier, en 
arithmétique ce sont des calculs (sur papier). — On pourrait dire que c'est une 
sorte de géométrie plus générale. ( PR (109 ; PR (111) 


82 PR - 1975, Philosophical Remarks, Oxford: Basil Blackwell: Rush Rhees, (ed.); translated by Raymond Hargreaves and Roger 
White. 
33 Tbidem 
# NB : Il faut noter que tacitement il semble que l’idée de L. Wittgenstein est que nous devons distinguer quatre 
catégories de concaténations de symboles mathématiques : 
- Propositions mathématiques prouvées dans un calcul mathématique particulier (bas besoin de « vérité mathématique »). 
- Propositions mathématiques réfutées dans (ou concernant) un calcul mathématique particulier (bas besoin de « fausseté 
mathématique »),. 
- Propositions mathématiques pour lesquelles nous savons que nous disposons d'une procédure de décision applicable et efficace 
(c'est-à-dire que nous savons comment les décider). 
-  Concaténations de symboles qui ne font partie d'aucun calcul mathématique et qui, pour cette raison, ne sont pas des 
propositions mathématiques (c'est-à-dire des non-bropositions). 


Ainsi dans son ouvrage “On Brouwer” de 2004 (p. 18), Mark van Atten dit que intuitionnellement, il y a quatre [« 
possibilités d’une proposition concernant la vérité »] : 
- ba été vécu comme vrai 
- pa été vécu comme faux 
- NiT ni2 ne se sont encore produits, maïs nous connaissons une procédure pour décider p (c'est-à-dire une procédure qui 
brouvera p on prouver —p ) 
- INiT ni2 ne se sont encore produits, ef nous ne connaissons pas de procédure pour décider p 


La formalisation de la notion de la preuve “tractarienne” est une étape pour ainsi dire qui amène L. Wittgenstein à 
réfléchir sur le rapport en Mathématique entre le fini et l’infini. Ainsi le L. Wittgenstein d’après le Tractatus, critique 
la quantification sur un domaine mathématique infini, déclarant que, contrairement à sa vision tractarienne , de telles 
«propositions » ne sont pas des conjonctions et des disjonctions infinies simplement parce qu'il y a des 
conjonctions et des disjonctions infinies. il n’y à rien de tel. 


Les principales raisons avancées par Wittgenstein pour développer une philosophie finitiste des mathématiques sont 
les suivantes : 


1. Les mathématiques comme invention humaine : Selon le Wittgenstein moyen, nous inventons les 
mathématiques, d'où il s'ensuit que les mathématiques et les objets dits mathématiques n'existent pas 
indépendamment de nos inventions. Tout ce qui est mathématique est fondamentalement un produit de 
activité humaine. 

2. Les calculs mathématiques sont constitués exclusivement d'intensions et d'extensions : étant donné que 
nous avons inventé uniquement des extensions mathématiques (par exemple, des symboles, des ensembles 
finis, des séquences finies, des propositions, des axiomes) et des intensions mathématiques (par exemple, 
des règles d'inférence et de transformation, des nombres irrationnels commerègles), ces extensions et 
intensions, et les calculs dans lesquels elles résident, constituent l'intégralité des mathématiques. (Il convient 
de noter que l'usage par Wittgenstein de « extension » et « d'intension » en ce qui concerne les 
mathématiques diffère sensiblement de l'usage contemporain standard, dans lequel l'extension d'un prédicat 
est l'ensemble des entités qui satisfont le prédicat et l'intension d'un prédicat est le sens. En termes 
succincts, Wittgenstein pense que l'extension de cette notion de concept et d'extension du domaine des 
objets existants (c'est-à-dire physiques) au soi-disant domaine des « objets mathématiques » est basée sur le 
prédicat. sur une analogie erronée et engendre une confusion conceptuelle. Voir #1 juste en dessous.) 


Ces deux raisons ont au moins cinq conséquences immédiates pour la philosophie des mathématiques de 
VWittgenstein : 


1. Rejet des extensions mathématiques infinies : étant donné qu'une extension mathématique est un symbole 
(lsigne") ou une concaténation finie de symboles étendus dans l'espace, il existe une différence catégorique 
entre les intensions mathématiques et les extensions mathématiques (finies), d'où il résulte que " l'infini 
mathématique » ne réside que dans des règles récursives (c'est-à-dire des intensions). Une extension 
mathématique infinie (c'est-à-dire une extension mathématique achevée et infinie) est une contradiction 
dans les termes 

2. Rejet de la quantification illimitée en mathématiques : étant donné que l'infini mathématique ne peut être 
qu'une règle récursive, et étant donné qu'une proposition mathématique doit avoir un sens, il s'ensuit qu'il 
ne peut y avoir de proposition mathématique infinie (c'est-à-dire un produit logique infini ou un produit 
logique infini). somme). 

3.  Décidabilité algorithmique vs indécidabilité : Si les extensions mathématiques de toutes sortes sont 
nécessairement finies , alors, en principe , toutes les propositions mathématiques sont décidables 
algorithmiquement , d'où il s'ensuit qu'une « proposition mathématique indécidable » est une contradiction 
dans les termes. De plus, puisque les mathématiques sont essentiellement ce que nous avons et ce que nous 
savons, Wittgenstein restreint la décidabilité algorithmique à savoir comment décider d’une proposition 
avec une procédure de décision connue. 

4... Explication anti-fondationniste des nombres réels : Puisqu’il n’existe pas d’extensions mathématiques 
infinies, les nombres irrationnels sont des règles et non des extensions. Étant donné qu'un ensemble infini 
est une règle récursive (ou une induction) et qu'aucune règle de ce type ne peut générer toutes les choses 
que les mathématiciens appellent (ou veulent appeler) des « nombres réels », il s'ensuit qu'il n'existe pas 
d'ensemble de « tous » les nombres réels. les nombres et rien de tel que le continuum mathématique. 


5. Rejet de différentes cardinalités infinies : Étant donné la non-existence d'extensions mathématiques 
infinies, Wittgenstein rejette l'interprétation standard de la preuve diagonale de Cantor comme preuve 
d'ensembles infinis de cardinalités plus grandes et plus petites. 


Puisque nous inventons les mathématiques dans leur intégralité , nous ne découvrons pas et prouvons d'objets ou de 


faits mathématiques préexistants ni que les objets mathématiques ont certaines propriétés, car « on ne peut découvrir 
aucun lien entre des parties des mathématiques ou de la logique qui étaient déjà là sans que l'on le sache», PG 481%. 


3% PG - 1974, Philosophical Grammar, Oxford: Basil Blackwell: Rush Rbees, (ed.); translated by Anthony Kenny. 


En examinant les mathématiques en tant qu'invention purement humaine, Wittgenstein tente de déterminer ce que 
nous avons exactement inventé et pourquoi exactement, à son avis, nous pensons à tort qu'il existe des extensions 
mathématiques infinies. 


Si, d’abord, nous examinons ce que nous avons inventé, nous voyons que nous avons inventé des calculs formels 
constitués d'extensions finies et de règles intensionnelles*. Si, plus important encore, nous essayons de déterminer 
pourquoi nous croyons qu’il existe des extensions mathématiques infinies (par exemple, pourquoi nous croyons que 
Pinfini réel est intrinsèque aux mathématiques), nous constatons que nous confondons les intensions mathématiques 
et les extensions mathématiques , pensant à tort qu’il existe « un dualisme » de « la loi et des séries infinies qui lui 
obéissent », PR s180°7. 


Il est vrai que L. Wittgenstein prend exemple de la théorie des ensembles pour mieux comprendre cette distinction 
entre les intensions et les extensions mathématiques. — Par exemple, nous pensons que parce qu’un nombre réel « 
donne sans fin les places d’une fraction décimale” » il est « une totalité » , alors qu'en réalité, « [un] nombre 
irrationnel n'est pas l'extension d'une fraction décimale infinie. c'est une loi” », qui « donne des extensions"? ». 
Une loi et une liste sont fondamentalement différentes ; ni l'un ni l'autre ne peuvent « donner » ce que l'autre donne. 
En effet, « l’erreur de approche de la théorie des ensembles consiste à traiter encore et encore les lois et les 
énumérations (listes) comme essentiellement le même genre de choses » , PG 461“! 


Le mot «infini » ne renvoit pas pour L. Wittgenstein à un nombre comme le fait un nombre finis par ex. 2, 25 etc. 
Ainsi étroitement lié aux intensions et aux extensions est le fait que nous agissons à tort selon L. Wittgenstein 
comme si le mot «infini » était un « mot numérique », car dans le discours ordinaire, nous répondons à la question « 
combien ? avec les deux, PG 463%. Mais « [infini » n'est pas une quantité », insiste Wittgenstein ; le mot «infini » et 
un mot numérique comme « cinq » n'ont pas la même syntaxe. Les mots « fini » et « infini » ne fonctionnent pas 
comme des adjectifs pour les mots « classe » ou « ensemble » , car les termes « classe finie » et « classe infinie » 
utilisent « classe“ » de manières complètement différentes. Une classe infinie est une règle récursive ou «une 
induction », alors que le symbole d'une classe finie est une liste ou une extension, PG 461. C'est parce qu'une 


$ En Atrithmetique : Intensions wittgensteinien en Math, — par exemple, le concept de nombre pair" a l'intension mathématique 
d'être un nombre qui est divisible par 2. Cependant, cette intension n'est pas déterminée par les propriétés du nombre 2 lui-même. Au 
contraire, elle est déterminée par la facon dont nous utilisons le concept de nombre pair" dans la vie quotidienne. 


ST PR - 1975, Philosophical Remarks, Oxford: Basil Blackwell: Rush Rhees, (ed.); translated by Raymond Hargreaves and Roger 
White. 


38 PR 5186, 
Ÿ PR s181 - Le nombre PI - Le calcul du nombre Pi avec le Triangle de Pascal par Newton en est l'exemple. 
#0 PR s186 
41 PG - 1974, Philosophical Grammar, Oxford: Basil Blackwell: Rush Rhees, (ed.); translated by Anthony Kenny : 
- Dans ce passage de Philosophische Untersuchungen ([nvestigations philosophiques), Ludwig Wittgenstein critique l'approche 
de la théorie des ensembles qui traite les lois et les énumérations comme étant essentiellement le même genre de choses. 


- Pour Wiütigenstein, les lois et les énumérations sont fondamentalement différentes. Les lois sont des règles qui définissent la 
relation entre des objets on des concepts. Par exemple, la loi de la gravitation définit la relation entre la masse et l'attraction 
gravitationnelle. Les énumérations, en revanche, sont simplement des listes d'objets ou de concepts. Par exemple, la liste des 
nombres pairs est une énumération de tous les nombres qui sont divisibles par 2. 


#2 PG 463 , "Car les règles ne sont pas déductibles des énnmérations." 

- Cette ligne est une continuation de la critique de Wittgenstein de l'approche de la théorie des ensembles qui traite les lois et les 
énumérations comme étant essentiellement le même genre de choses. 

- Tel par exemple est exprimé de facon different la lois des nombres infinis et de l'ensemble N : Lé Nouyên Hoang, La formule du 
Savoir. 


#3 NB : Voici quelques exemples d'ensembles finis : 
- L'ensemble des nombres pairs inférieurs à 10 est fini. I a 5 éléments : 2, 4, 6, 8 et 10. 
- L'ensemble des lettres de l'alphabet est fini. I a 26 éléments. 


- Pour “classe” et “ensemble”, les paradoxes de la théorie des ensembles, comme le paradoxe de Russell, montrent la nécessité d'une telle 
distinction. Ainsi la propriété « ne pas appartenir à soi-même » (x € x) définit une classe mais pas un ensemble. L'existence d'un tel 
ensemble mènerait à une contradiction. 


induction a beaucoup de points communs avec la multiplicité d'une classe finie que nous l'appelons à tort une classe 
infinie, PR 5158. 


En résumé, parce qu’une extension mathématique est nécessairement une séquence finie de symboles, une extension 
mathématique infinie est une contradiction dans les termes. C'est le fondement du finitisme de Wittgenstein. Ainsi, 
lorsque nous disons, par exemple, qu'« il y a une infinité de nombres pairs », nous ne disons pas «il y a un nombre 
infini de nombres pairs » dans le même sens que nous pouvons dire « il y a 27 personnes dans cette maison » ; la 
série infinie de nombres naturels n'est rien d'autre que « la possibilité infinie de séries finies de nombres » — « [ill est 
insensé de parler de la série entière de nombres infinis, comme si elle aussi était une extension » PR 5144. L’infini 
est bien compris lorsqu'il est compris, non pas comme une quantité, mais comme une « possibilité infinie » PR 5138. 


Il semble donc que compte tenu du rejet par Wittgenstein des extensions mathématiques infinies, il adopte des vues 
finitistes et constructives sur la quantification mathématique, la décidabilité mathématique, la nature des nombres 
réels et la preuve diagonale de Cantor de l'existence d'ensembles infinis de plus grandes cardinalités : 


Ci-après la preuve du diagonale de Cantor : 


La preuve diagonale de Cantor est une preuve mathématique qui montre qu'il existe des ensembles infinis de plus 
grandes cardinalités que l'ensemble des nombres naturels. La preuve est basée sur le principe suivant : Principe de 
l'incomplétude - Un ensemble n'est pas bijectivement en bijection avec son ensemble des parties. Pour démontrer ce 
principe, Cantor utilise une construction dite "diagonale". 


Soit E un ensemble quelconque. On construit un nouvel ensemble X comme suit : 

- Pour chaque élément x de E, on définit un élément x' de X en changeant le i-ème chiffre de x pour 1 si le 
i-ème chiffre de x est 0, et pour 0 si le i-ème chiffre de x est 1. 

- On montre ensuite que x' ne peut pas être dans E. 

- En effet, si x' était dans E, alors il existerait un élément x de E tel que x' = x. 

- Mais, par construction, x' et x diffèrent au moins en un chiffre. Cela signifie que x' et x ne peuvent pas être 
égaux. 

- Par conséquent, x' ne peut pas être dans E. 

- Cela signifie que l'ensemble X est différent de E. 

- Or, X est construit à partir de E, ce qui signifie que X est de cardinalité strictement plus grande que E. 


En conclusion, la preuve diagonale de Cantor montre qu'il existe des ensembles infinis de plus grandes cardinalités 
que l'ensemble des nombres naturels. 


Il se trouve ainsi que si un ensemble mathématique est une extension infinie, nous ne pouvons pas quantifier de 
manière significative sur un domaine mathématique infini, simplement parce qu'il n'existe pas de domaine 
mathématique infini (c'est-à-dire la totalité, l'ensemble) et, par voie dérivée, pas de conjonctions ou de conjonctions 
infinies. AWL 6% et PG 281“, 


[Il] semble toujours que les quantificateurs n'aient aucun sens pour les nombres. Je veux dire : tu ne peux pas dire 
(n )bn *, précisément parce que « tous les nombres naturels » n’est pas un concept limité. 


# PR - 1975, Philosophical Remarks, Oxford: Basil Blackwell: Rush Rhees, (ed.); translated by Raymond Hargreaves and Roger 
White. 

4 Prenons l'exemple d'un jeu "infini" du ss6 des Wittgenstein’s Lectures, Cambridge, édité par Alice Ambrose en 
1979 et du 281 de PT: 

- "If you start with the word ‘game’, you see that there is no common property of all games." 

- LL Wäigenstein montre donc que le concept de "jeu" n'a pas une définition fixe moins encore infini. L] n'y a pas de propriété 
unique que tous les jeux ont en commun. 

-  Orpuisque le 281 de Philosophical Investigations de W itigenstein dit ceci, "The meaning of a word is its use in the 
language." : Ainsi par l'exemple du mot jeu", il n'y a pas de propriété unique que tous les jeux ont en commun. Cependant, 
nous pouvons reconnaître les jeux en tant que tels parce que nous savons comment les utiliser. Une classe infini obéissant au 
paradoxe de Russell, peut-être aussi à cette forme d'usage. 


* Ibidem 
#7 En Arithmetique : 
-  (n)ôn est une expression mathématique qui représente le produit de tous les nombres naturels de 1 à n, où n est un entier 
positif. 
- En d'autres termes, (n)dn est égal à : (njdn = 1 X2X3X. Xn; Parexempl, (5)83 = 1 X2X3=6 


Mais il ne faut pas non plus dire qu’une proposition générale découle d’une proposition sur la nature du nombre. 


Mais dans ce cas, il semble pour L. Wittgenstein que nous ne pouvons pas du tout utiliser la généralité — tout, etc. — 
en mathématiques. Il n’existe pas de « tous les nombres », simplement parce qu’il y en a une infinité. 


Il est intéressant de voir cette précision que « dans le sens où il est impossible de vérifier un nombre infini de 
propositions, il est également impossible d’essayer de le faire » PG 452. Cela s'applique, selon Wittgenstein, aux êtres 
humains, mais plus important encore, cela s'applique également à Dieu (c'est-à-dire un être omniscient), car même 
Dieu ne peut pas écrire ou examiner une infinité de propositions parce que pour lui aussi la série est sans fin ou il 
n'y à pas de limites et par conséquent la « tâche » n'est pas une véritable tâche parce qu'elle ne peut pas, en principe, 
être accomplie (c'est-à-dire que « une infinité » n'est pas un mot numérique). Comme le dit Wittgenstein PR 128 ; 
PG 479 : «'Dieu peut-il connaître tous les lieux d'expansion de Pi ?" Cela aurait été une bonne question à poser pour les écoliers », car 
la question est strictement « insensée ». 


De même, il n'existe pas de proposition mathématique concernant un certain nombre — pas de proposition 
mathématique qui quantifie existentiellement sur un domaine infini WVC p.108* 


Quelle est la signification d’une proposition mathématique telle que « 7 n) 4+n = 7"? Il s'agit peut-être d'une 
disjonction..(4+0=7) V(4+1=7) V etc. Mais qu'est ce que ça veut dire? Je peux comprendre une 
proposition avec un début et une fin. Mais peut-on aussi comprendre une proposition sans fin ? 


La conviction nous est qu'une disjonction mathématique infinie a du sens dans le cas où nous pouvons fournir une 
règle récursive pour générer chaque membre suivant d'une séquence infinie. Par exemple, lorsque nous disons «Il 
existe un nombre impair parfait », nous affirmons que, dans la séquence infinie de nombres impairs, il existe (au 
moins) un nombre impair qui est parfait — nous affirmons «p (1) V (3) V (5) Vet ainsi de suite' et nous 
savons ce qui le rendrait vrai et ce qui le rendrait faux PG 451%. L'erreur commise ici, selon Wittgenstein, semble 
donc que nous « comparons implicitement la proposition »( Zn)..." avec la proposition. 'Tl y a deux mots 
étrangers sur cette page" », qui ne fournit pas la grammaire de l'ancienne « proposition », mais indique seulement une 
analogie dans leurs règles respectives. 


Je cite : Le point important est que, même dans le cas où on me donne cela 32+42=52, je ne devrais pas dire (7 X,3,3%n) 
(Xntyn=zn), puisque pris de manière extensionnelle, cela n'a aucun sens, et pris de manière intensionnelle, cela n'en fournit pas la 
preuve. Non, dans ce cas je ne dois exprimer que la première équation. - Tudwig Wittgenstein, Philosophical Investigations, 
Macmillan, 1953, (127 et RP 150. 


Wittgenstein explique donc que même si nous savons que 32 + 42 = 52, nous ne devrions pas dire 
"Cxyz,n)(&n+yn=zn)", où 2 est le quantificateur existentiel qui signifie "il existe". Cet énoncé est dénué de sens 


-  (n)ôn est également connu sous le nom de "factorielle de n"". 


#8 En mathématiques et en logique, en illustration en théorie des ensembles, la quantification existentielle est un 
opérateur qui permet d'exprimer l'existence d'un objet satisfaisant une certaine propriété. Elle est notée 2, lu "il 
existe" : 
-  Parexemple, l'énoncé "il existe un nombre entier qui est plus grand que 10" s'écrit x (x > 10), où x est une variable liée. 
= 2 (y est un nombre premier et y > 10) : il existe un nombre premier qui est plus grand que 10 


4 Friedrich Waismann, Witigenstein and the Vienna Circle, Basil Blackwell, 1979, p. 108. 
50 Je cite "Ce qui serait sans signification, ce serait de dire que je ne peux affirmer que des propositions 
mathématiques comme ‘4 + n = 7' qu'en disant qu'il existe une valeur de 'n' pour laquelle "4 + n = 7'est vraie. Mais 
que signifie cela ?" 
-  Wäitigenstein ainsi les propositions mathématiques ne sont pas des représentations d'états de fait du monde réel. Par exemple, 
la proposition "4 + n = 7" ne signifie pas qu'il existe un nombre n tel que 4 + n = 7 dans le monde réel. La proposition 
affirme simplement que si nous définissons le symbole "+" comme une opération d'addition, alors la proposition "4 + n = 7" 
est vraie pour toutes les valeurs de n. 


-  Witigenstein soutient ainsi que la signification des propositions mathématiques ne dépend pas de l'existence d'objets dans le 
monde réel. La signification des propositions mathématiques dépend de la facon dont nous utilisons les symboles 
mathématiques. 


s'il est pris au sens extensionnel, et il ne fournit pas de preuve s'il est pris au sens intensionnel. 


La distinction entre les sens extensionnel et intensionnel d'un énoncé est une distinction importante en philosophie 
du langage. Le sens extensionnel d'un énoncé est sa vérité ou sa fausseté. Le sens intensionnel d'un énoncé est son 
contenu informatif, indépendamment de sa vérité ou de sa fausseté. 


L'énoncé "(Zx,y,z,n)(xn+yn=zn)" est dénué de sens s'il est pris au sens extensionnel car il n'est pas clair ce que cela 
signifie de dire qu'il existe x, y, z et n tels que xn+yn=2n. 


L'énoncé "(Zx,y,z,n)(xn+yn=zn)" ne fournit pas de preuve de l'énoncé 32 + 42 = 52 s'il est pris au sens 
intensionnel car il ne nous dit pas comment passer de l'énoncé "(2x,y,z,n)(xn+yn=zn)" à l'énoncé 32 + 42 = 52. 


En somme, Wittgenstein soutient que nous devrions seulement exprimer l'énoncé 32 + 42 = 52 lorsque nous 
savons que cet énoncé est vrai. Nous ne devrions pas dire "(Zx,y,z,n)(xn+yn=zn)", car cet énoncé est dénué de 
sens s'il est pris au sens extensionnel et il ne fournit pas de preuve s'il est pris au sens intensionnel. 


Ainsi, Wittgenstein adopte la position ces expressions ne sont pas des propositions mathématiques (significatives), 
selon Wittgenstein, car la loi du tiers exclu ne s'applique pas, ce qui signifie que « nous n'avons pas affaire à des 
propositions mathématiques » PI, ITT, 15151 La question cruciale pourquoi et dans quelle mesure la loi du tiers exclu 
ne s'applique pas à de telles expressions sera expliquée dans la section suivante. 


L. Wittgenstein montre en outre que s’il ya un problème de démontrabilité pour un quantificateur existentiel 
appliqué à une serie infini il en est de meme pour certains cas comme le signale Brouwer de quantificateur illimité. 
En Logique Mathematique on entend la quantification illimitée est une technique logique qui permet de quantifier 
sut un ensemble infini d'éléments. Elle est utilisée en mathématiques pour formuler des propositions qui 
s'appliquent à tous les éléments d'un ensemble, ou à certains d'entre eux. 


La quantification illimitée est introduite par le symbole V, qui signifie "pour tout". Par exemple, la proposition "Vx 
EN,x+1 € N'" signifie que pour tout entier x, x + 1 est également un entier. 


La quantification illimitée peut également être utilisée pour quantifier sur un ensemble non dénombrable. Par 
exemple, la proposition "Vx € R, x? > 0" signifie que pour tout réel x, x? est positif. Et en théorie des ensembles: 
-"Vx € P(N), x € N"' signifie que pour tout ensemble x de nombres naturels, x est un sous-ensemble de N. 
-"Vx € P(N), x # 2" signifie que pour tout ensemble x de nombres naturels, x est non vide. 


L. Wittgenstein a critiqué l'utilisation de la quantification illimitée en mathématiques. Il à soutenu que la 
quantification illimitée est une abstraction qui ne correspond pas à la réalité. 


Dans ses Philosophical Investigations, Wittgenstein donne l'exemple suivant pour illustrer sa critique de la 
quantification illimitée : 


"Supposons que je dise : "Tous les hommes sont mortels". Qu'est-ce que cela veut dire ? Cela veut dire que, 
pour tout homme, il est vrai qu'il est mortel. Mais comment pouvons-nous savoir que cela est vrai ? Nous 
ne pouvons pas savoir que cela est vrai pour tous les hommes, car nous ne pouvons pas connaître tous les 
hommes. Nous ne pouvons donc savoir que cela est vrai que pour les hommes que nous connaissons. Mais 
alors, notre proposition n'est pas une proposition générale, mais une proposition particulière. Nous 


pouvons dire : "Tous les hommes que je connais sont mortels." 


5 L.W. Philosophical Investigations, à la section III, paragraphe 151 : "Where the law of the excluded middle doesn't apply, 
no other law of logic applies either, because in that case we aren't dealing with propositions of mathematics. (Against Weyl and 
Bronver.)" 

- Dans ce paragraphe, W'itigenstein soutient que la loi du tiers exclu est une condition nécessaire pour que l'on puisse parler de 
propositions mathématiques. La loi du tiers exclu affirme que, pour toute proposition p, soit p est vraie, soit p est fausse. 

- La question est délicate car si Witigenstein soutient que les propositions mathématiques ne sont pas soumises à la loi du tiers exclu. Par 
exemple, la proposition "Goldbach's conjecture is true" n'est ni vraie ni fausse. Nous ne savons pas si la conjecture de Goldbach est vraie 
on fausse. 

- Alors il serait pertinent de dire que Wittgenstein induit que les propositions mathématiques ne sont pas des propositions de logique. 
Elles sont plutôt des règles ou des conventions que nous avons inventées. 


L. Wittoenstein soutient donc que la quantification illimitée est une abstraction qui ne correspond pas à la réalité. 

8 q q q ne 
Nous ne pouvons pas connaître tous les éléments d'un ensemble infini, et donc nous ne pouvons pas savoir si une 
proposition quantifiée illimitément est vraie pour tous les éléments de l'ensemble. 


Wittgenstein propose une alternative à la quantification illimitée. Il suggère d'utiliser la quantification limitée, qui 
permet de quantifier sur un ensemble fini d'éléments. Dans l'exemple ci-dessus du Philosophical Investigations de 
Ludwig Wittgenstein, section I, paragraphe 25., nous pouvons utiliser la quantification limitée de la manière suivante 
: — "Tous les hommes que j'ai rencontrés sont mortels." 


Cette proposition est ainsi triviale que la proposition quantifiée illimitément, car elle ne s'applique qu'aux hommes 
que nous connaissons. Il permet de reflechir sur la notion de preuve, car Il convient également que jusqu'à ce que p 
(proposition) est décidée, ce n'est ni vrai ni faux (bien que, pour Wittgenstein, « vrai » ne signifie rien de plus que « 
prouvé par le calcul »). 


La remarque de L. Wittgenstein, permet de réfléchir sur la notion de conjecture mathématique : Le premier 
problème du programme de Hilbert de 1900, est un exemple de conjecture de Mathématique qui est formulée de la 
façon suivante : 

- _n°- Énoncé du problème - 1er - Tout sous-ensemble infini des réels peut être mis en bijection avec 
l'ensemble des entiers naturels ou avec l'ensemble des réels lui-même. 

- Voici un autre exemple que donne L. Wittgenstein à savoir la Conjecture de Goldbach - La conjecture de 
Goldbach est un problème mathématique non résolu qui affirme que tout nombre pair supérieur à 2 est la 
somme de deux nombres premiers. La conjecture a été formulée par le mathématicien suisse Christian 
Goldbach en 1742. Elle à été vérifiée pour tous les nombres pairs jusqu'à 4X 101%, mais elle n'a pas encore 
été démontrée de manière générale. Les quelques exemples de nombres pairs supérieurs à 2 qui sont la 
somme de deux nombres premiers sont les suivantes : 

- 4=2+2 

- 6=3+3 

- 8=5+3 

= 10=7+3 

- 12=7 #45 


Il semble ainsi que le statut d’une conjecture mathématique est délicat chez L. Wittgenstein, qui en discute avec 
Brouwer”, est-il une proposition mathématique ? 

— Ce sur quoi ils ne sont pas d'accord, c'est sur le statut d'une conjecture mathématique ordinaire, telle que la 
conjecture de Goldbach. Brouwer l'admet comme une proposition mathématique, tandis que Wittgenstein la rejette 
parce que nous ne savons pas comment la décider algorithmiquement. L. Wittgenstein soutient qu’il n’existe pas de « 
vérité(s) inconnue(s) » en mathématiques, mais contrairement à Brouwer, il nie existence de « propositions 
indécidables » au motif qu’une telle « proposition » aurait aucun « sens », «et la conséquence en est précisément que 
les propositions de la logique perdent pour elle leur validité » TLP 5173. En particulier, s'il y a propositions 
mathématiques indécidables (comme le soutient Brouwer), alors au moins certaines propositions mathématiques ne 
sont des propositions d’ aucune proposition existante. calcul mathématique. Pour Wittgenstein, cependant, c'est une 
caractéristique déterminante d'une proposition mathématique qu'elle soit soit décidée, soit décidable par une 
procédure de décision connue dans un calcul mathématique . Comme le dit Wittgenstein au PI (151% : 


- Là où la loi du tiers exclu ne s'applique pas, aucune autre loi de la logique ne s'applique non plus, car dans 
ce cas nous n'avons pas affaire à des propositions mathématiques. (Contre Weyl et Brouwer). 


Le point ici n’est pas que nous avons besoin de vérité et de fausseté en mathématiques — ce n’est pas le cas — mais 
plutôt que chaque proposition mathématique (y compris celles pour lesquelles une procédure de décision applicable 
est connue) est connue. pour faire partie d’un calcul mathématique. 


S2 NB : [/ faut noter que l'un des principaux travaux de Bromver en mathématiques est sa conjecture sur le spectre de la matrice 
Laplacienne d'un graphe. Cette conjecture affirme que, pour tout graphe G, la somme des À plus grandes valeurs propres de la matrice 
Laplacienne de G est au plus |E(G)| + k(&+1)/2, où | E(G)| est le nombre d'arêtes de G. 


5 L.W, 173 du Tractatus Logico-Philosophicus de Ludwig Wittgenstein écrit : "Les propositions de la logique décrivent 
toutes les possibilités logiques, et par conséquent la réalité tout entière. Les limites de mon langage signifient les limites de mon monde. 


# L.W, Philosophical Investigations by Ludwig Wittgenstein, section 1, paragraph 176. 


Pour maintenir cette position, L. Wittgenstein fait la distinction entre les propositions mathématiques (significatives, 
authentiques), qui ont un sens mathématique, et les expressions dénuées de sens et dénuées de sens («sinnlos ») en 
stipulant qu'une expression est une proposition significative (véritable) d'un calcul mathématique si nous savons 
d'une preuve, d'une réfutation ou d'une procédure de décision applicable. AWL 199-200%. « Ce n'est que là où il ya 
une méthode de solution [une ‘méthode logique pour trouver une solution] qu'il y a un problème [mathématique] », 
nous dit-il PR 149 ; PG 393. « Nous ne pouvons poser une question en mathématiques (ou faire une conjecture) », 
ajoute-t-il , « que lorsque la réponse est : ‘Je dois y parvenir ». 


En effet, par exemple dans le 149 du Tractatus Logico-Philosophicus de L. Wittgenstein écrit : "Les propositions de la 
logique décrivent toutes les possibilités logiques, et donc la réalité dans son ensemble." 


L. Wittgenstein entend premièrement par là que la logique est une description de toutes les manières possibles dont 
les choses peuvent être. Il soutient que les mathématiques sont une branche de la logique, car elles décrivent les 
différentes manières dont les nombres et les figures peuvent se combiner. 


Par exemple, la proposition "Il pleut ou il ne pleut pas" est une proposition logique, car elle décrit toutes les 
possibilités logiques en ce qui concerne le fait de pleuvoir. La proposition "2 + 2 = 4" est une proposition 
mathématique, car elle décrit une manière dont les nombres peuvent se combiner. 


Wittgenstein soutient que les propositions de la logique et des mathématiques sont vraies en vertu de leur 
signification. Cela signifie que les propositions de la logique et des mathématiques sont vraies parce que les concepts 
qu'elles contiennent sont liés entre eux d'une certaine manière. 


Par exemple, la proposition "Il pleut ou il ne pleut pas" est vraie parce que les concepts de "pleuvoir" et "ne pas 
pleuvoir" sont liés entre eux d'une manière telle qu'ils ne peuvent pas être tous deux faux en même temps. La 
proposition "2 + 2 = 4" est vraie parce que les concepts de "2", "4" et "+" sont liés entre eux d'une manière telle 
que 2 + 2 ne peut pas être égal à autre chose que 4. 


Enfin L. Wittgenstein entend secondement par « Nous ne pouvons poser une question en mathématiques (ou faire 
une conjecture) », ajoute-t-il , « que lorsque la réponse est : ‘Je dois y parvenir’ » , importance de la décidabilité 
algorithmique. 


Dans PI 182, L. Wittgenstein souligne clairement et catégoriquement l'importance de la décidabilité algorithmique : 


< En mathématiques, tout est algorithme et rien n'a de sens | Bedeutung | ; même si cela ne ressemble pas à ça parce que nous semblons 
utiliser des mots pour parler de choses mathématiques. Même ces mots sont utilisés pour construire un algorithme. 


Quand donc L. Wittgenstein dit PI 173; que si « [la loi du milieu exclu] est supposée ne pas être valable, nous 
avons modifié le concept de proposition », il veut dire qu'une expression n'est une proposition mathématique 
significative que si nous savons d'une procédure de décision applicable pour en décider. P1 137%. 


5% Conférence XI des Lectures on the Foundations of Mathematics de Wittgenstein : « Une preuve mathématique n'est 
bas nécessaire de la même manière qu'une preuve logique. Une preuve logique montre qu'une proposition est vraie, tandis qu'une preuve 
mathématique montre ce qu'une proposition signifie. » 


= Les preuves mathématiques ne sont pas des démonstrations de la vérité des propositions mathématiques, mais plutôt des 
explications de leur signification. 

-  Wätigenstein commence par souligner que les preuves mathématiques ne sont pas nécessaires de la même manière que les 
preuves logiques. Une preuve logique montre qu'une proposition est vraie, c'est-à-dire que son contraire est impossible. Une 
preuve mathématique, en revanche, montre ce qu'une proposition signifie, c'est-à-dire comment les concepts de la proposition 
sont liés entre eux. 

- Par exemple, la preuve du théorème de Pythagore montre comment les concepts de longueur, de carré et d'hypoténuse sont liés 
entre eux. La preuve ne montre pas que le théorème de Pythagore est vrai, mais plutôt ce qu'il signifie. 


5% L. Wittgenstein's Philosophical Investigations (PT) & 137: “ But is it possible that the truth of a proposition is not something 
that is established by means of a proof? That is, is it possible that a proposition is true independently of its provability? 1 don't think so. 
For, if a proposition is true independently of its provability, then it bas no meaning.” 


Si une véritable proposition mathématique est indécise , la loi du tiers exclu est valable dans le sens où nous savons 
que nous prouverons ou réfuterons la proposition en appliquant une procédure de décision applicable. P1 137. 


Pour L. Wittgenstein, il n’y a tout simplement pas de distinction entre syntaxe et sémantique en mathématiques : 
tout est syntaxe. Si nous souhaitons faire la distinction entre les « propositions mathématiques » et les « 
pseudo-propositions mathématiques », comme nous le faisons, alors la seule façon de garantir qu'il n'existe pas de 
proposition significative, mais indécidable (par exemple indépendante), d'un élément donné. Le calcul consiste à 
stipuler qu'une expression n'est une proposition significative dans un calcul donné que si elle a été décidée ou si 
nous connaissons une procédure de décision applicable. De cette manière, Wittgenstein définit à la fois un calcul 
mathématique et une proposition mathématique en termes épistémiques . Un calcul est défini en termes de 
stipulations , de règles de fonctionnement connues et de procédures de décision connues , et une expression n'est 
qu'une proposition mathématique dans un calcul donné PLI1,189* ; et seulement si ce calcul contient une 
procédure de décision connue (et applicable), car « vous ne pouvez pas avoir un plan logique de recherche d'un sens 
que vous ne connaissez pas » (1961 article, Ryle*). 


Ainsi, L. Wittgenstein post-Tractatus rejette les propositions mathématiques indécidables pour deux raisons. 
Premièrement, les expressions de la théorie des nombres qui quantifient sur un domaine infini ne sont pas 
décidables algorithmiquement et ne constituent donc pas des propositions mathématiques significatives. 


- Si quelqu'un dit (comme le critique Brouwer”) que pour (x)f1x=f2x"", il y a, outre le oui et le non, aussi le 
cas de l'indécidabilité, cela implique que (x) ..." est entendu de manière extensionnelle et nous pouvons 
parler du cas dans lequel tous (x) se trouve avoir une propriété. En vérité, cependant, il est impossible de 
parler d'un tel cas et le "(x )..." en arithmétique ne peut pas être pris de manière extensionnelle. 


L'indécidabilité, dit Wittgenstein ( Remarques philosophiques, RP ) « présuppose.… que le pont ne peut pas être fait 
avec des symboles », alors qu'en fait, « [une] connexion entre symboles qui existe mais ne peut être représentée par 
des transformations symboliques est une pensée qui ne peut pas être réalisée, être pensé. », car « [s]i la connexion est 
à... il doit être possible de la voir ». Faisant allusion à la décidabilité algorithmique, Wittgenstein souligne ( RP sect. 
6.51, 6.522) que « [njous pouvons affirmer tout ce qui peut être vérifié dans la pratique », car «il s'agit de la 
possibilité de vérifier ». 


La deuxième raison pour laquelle Wittgenstein rejette une proposition mathématique indécidable est qu'il s'agit 
d'une contradiction dans les termes . Il ne peut y avoir de « propositions indécidablesf! », affirme Wittgenstein, PR 
6.51, parce qu’une expression qui n’est pas décidable dans un calcul réel n’est tout simplement pas une proposition 
mathématique , puisque « chaque proposition mathématique doit appartenir à un calcul mathématique » PR 6.23. 


57 L.W., Philosophical Investigations de Ludwig Wittgenstein, section II, paragraphe 189 : "Une expression n'est qu'une 
Proposition mathématique dans un calcul donné. Et une proposition mathématique n'a de sens que dans un calcul." 
- Par exemple, la proposition "2 + 2 = 4" n'a de sens que dans le calcul des nombres entiers. 


8 GR. 1961 article by the philosopher Gilbert Ryle : "Wätfgenstein bas insisted that you cannot have a logical plan of search 
for a sense you don't know." 


Ÿ L.E.J. Brouwer, Intuitionism and Formalism (1907), p. 22-23 : "La notation (x)ffx=f2x est une fiction. Elle ne correspond 
à aucune réalité intuitive. La signification d'un mot on d'une phrase est déterminée par son usage, et l'usage d'un mot ou d'une phrase est 
dynamique et contextuel. I] ne peut donc pas être représenté par une fonction statique." 

- Brouver donne l'exemple du mot "ronge" pour illustrer son point de vue. I] soutient que la signification du mot "rouge" ne peut pas être 
représentée par une fonction qui applique le mot ronge" à différentes choses. La signification du mot "rouge" dépend du contexte dans 
lequel il est utilisé. Par exemple, la signification du mot "ronge" est différente dans le contexte de la couleur d'une rose et dans le contexte 
de la couleur d'un feu ronge. 


50 NB. : L.W, Philosophical Investigations : Cefte notation peut être interprétée comme signifiant que pour toute valeur de x, la 
Jonction fl appliquée à x est égale à la fonction f2 appliquée à x. 

- En d'autres termes, la notation (x)f1x=f2x signifie que les deux fonctions f1 et f2 sont équivalentes. Elles ont la même valeur pour 
tous les arguments possibles. 


51 Ludwig Wittgenstein, Remarques philosophiques, section 6.51 : "T/ ne peut y avoir de « propositions indécidables » ; car 
une proposition qui ne peut pas être décidée n'est pas une proposition." 


2.2. L'INDUCTION MATHÉMATIQUE 


- 4.461 — Ta preuve par l’induction mathématique , Wittgenstein, La preuve 
Axiomatique, preuve par l’induction,, chez Le wittgenstein moyen xx, La 
proposition montre ce qu’elle dit, la tautologie et la contradiction montrent 
qu’elles ne disent rien. La tautologie n’a pas de conditions de vérité, car elle est 
inconditionnellement vraie; et la contradiction n’est vraie sous aucune 
condition. La tautologie et la contradiction sont vides de sens! (Comme le 
point, duquel partent deux flèches en directions opposées.) (Je ne sais rien du 
temps qu’il fait par exemple, lorsque je sais : ou il pleut ou il ne pleut pas.) 
109-111 — On pourrait dire que l’arithmétique est une sorte de géométrie ; 
c'est-à-dire qu'en géométrie ce sont des constructions sur papier, en 
arithmétique ce sont des calculs (sur papier). — On pourrait dire que c'est une 
sorte de géométrie plus générale. ( PR (109 ; PR (111) 


Il est possible de comprendre l’explication de l'induction mathématique en partant de hypothèse post-tractarienne 
que propose L. Wittgenstein à savoir l'impossibilité de quantifier sur un domaine mathématique infini. Le post- 
Tractatus, explique donc ; étant donné qu’il est impossible de quantifier sur un domaine mathématique infini, la 
question qui se pose : que prouve réellement toute preuve de la théorie des nombres par induction mathématique ? 


s? mathématique à la forme paradigmatique suivante, PR. 


Du point de vue standard, une preuve par induction 
Base Inductive : (1) _ 

Étape Inductive: Vn(b(n)—b(n+1)) 
Conclusion : Vn(n) 

Si toutefois : «Wnbp(n) 

"n'est pas une proposition® mathématique significative (authentique), que devons-nous penser de cette preuve ? 


La première réponse de Wittgenstein à cette question est résolument énigmatique. « Une induction est l'expression 
de la généralité arithmétique », mais « l'induction n'est pas en soi une proposition ». PR 129. 


- Nous ne disons pas cela lorsque f( 1 ) tient et quand f{ c + 1 ) découle de f{c ), la proposition f(x ) est 
donc vrai pour tous les nombres cardinaux : mais : «la proposition f(x ) est valable pour tous les nombres 
cardinaux » signifie «il est valable pour x = 1, et f(c + 1 ) découle de #{ c ) ». PR 40°*6. 


C.Q.FQ : 


Il faut noter donc que si la proposition "la proposition f(x) est valable pour tous les nombres cardinaux" signifie que 
la proposition f(x) est vraie pour tout nombre cardinal x. 


La proposition "il est valable pour x = 1" signifie que la proposition f(x) est vraie pour x = 1. 


La proposition "f(c + 1) découle de f(c)" signifie que si la proposition f(c) est vraie pour un nombre cardinal c, alors 
la proposition f(c + 1) est également vraie. 


En d'autres termes, la proposition "la proposition f(x) est valable pour tous les nombres cardinaux" signifie que la 
proposition f(x) est vraie pour x = 1, et que si la proposition f(x) est vraie pour un nombre cardinal c, alors elle est 
également vraie pour c + 1. 


Pour illustrer ce concept, considérons la proposition suivante : 


"Un ensemble est fini si et seulement si il existe un entier n tel que l'ensemble ne contient que n éléments." 


82 NB. : La formule Vn (On) — d(n + 1)) ; es ne formule de logique mathématique qui est utilisée dans la preuve par 
induction mathématique. Elle signifie que si la propriété @(n) est vraie pour un entier naturel n, alors la propriété d{(n + 1) est également 
vraie. 

68 T.W, Remarques philosophiques, PR (129 est la suivante, "T/ ne peut y avoir de « propositions indécidables » ; car une 
proposition qui ne peut bas être décidée n'est pas une proposition." 

S NB. : L/ne peut y avoir de « propositions indécidables » ; car une proposition qui ne peut pas être décidée n'est pas une proposition. 


Cette proposition est valable pour tous les nombres cardinaux. Elle est valable pour x = 1, car un ensemble avec un 
seul élément est fini. Et elle est également valable pour c + 1, car si un ensemble À est fini avec c éléments, alors 
l'ensemble B formé en ajoutant un élément à A est également fini. 


C.QFQ. 


Il semble donc que le post-Tractatus suggère que dans une preuve par induction mathématique, nous ne prouvons 
pas réellement la « proposition » [par exemple, V n d (n }] qui est habituellement interprétée comme la conclusion 
de la preuve, PR 374% ; PR 164%, représente plutôt « outil » pour la « possibilité infinie » (c'est-à-dire « l'induction ») 
que nous venons de « voir » au moyen de la preuve. « Je veux dire », conclut L. Wittgenstein, « qu'une fois 
l'intronisation effectuée, tout est fini » TLP 6.54%. 

22 


Ainsi, selon Wittgenstein post-Tractatus, une preuve particulière par induction mathématique doit être comprise de 
la manière suivante : 


Base Inductive : (1).< 
Étape Inductive : b(n)—b(n+1) 
Déclaration de procuration : p(m) 


Il est interessant de considerer que ici, la « conclusion » d'une preuve inductive [c'est-à-dire « ce qui doit être prouvé 
» | utilise 'm' plutôt que ‘n' pour indiquer que ‘m' représente un nombre particulier , tandis que 'n' représente 
n'importe quel nombre arbitraire . Pour Wittgenstein, la procuration «b ( m )» n'est pas une proposition 
mathématique qui « affirme sa généralité ». Pour le post-Tractatus bien qu'une preuve inductive ne puisse pas 
prouver « la possibilité infinie d'application », elle nous permet de « percevoir » qu'une preuve directe d'une 
proposition particulière peut être construite. Par exemple, une fois qu’on a prouvé «(1) »et«(n)—d(n+1 
)", nous n'avons pas besoin de répéter le réglage m — 1 fois pour prouver la proposition particulière "D (m}» RP 
164%, La preuve directe de, disons, «D (714) » (c'est-à-dire sans 713 itérations du modus ponens ) « ne peut pas avoir 
une preuve encore meilleure, disons, en effectuant la dérivation jusqu'à cette proposition elle-même » . TLP 6.1271. 


Un deuxième élan très important pour la position délicatement constructiviste de L. Wittgenstein sur l'induction 
mathématique est son rejet d'une proposition mathématique indécidable : 


- Dans les discussions sur la prouvabilité des propositions mathématiques, on dit parfois qu'il existe des 
propositions mathématiques substantielles dont la vérité ou la fausseté doit rester indécise. Ce que ceux qui 
disent cela ne réalisent pas, c'est que de telles propositions, si on peut les utiliser et vouloir les appeler « 

q 
propositions », ne sont pas du tout les mêmes que ce qu'on appelle « propositions » dans d'autres cas ; 
parce qu'une preuve modifie la grammaire d'une proposition. PG 367-PR 108. 


Dans ce passage, L. Wittoenstein fait allusion à Brouwer qui, dès 1907 et 1908, affirmait, premièrement, que « la 
question de la validité du principium tertii exclusi équivaut à la question de savoir s'il existe des problèmes 
mathématiques insolubles®” », deuxièmement , que « [il] n'existe pas la moindre preuve de la conviction. qu'il 
n'existe aucun problème mathématique insoluble » et, troisièmement, qu'il existe des propositions/« questions » 


55 L.W, Remarques philosophiques de Wittgenstein, 374 : ” La pierre de touche du sens est la possibilité d'utilisation." 


56 L.W. PR, 164 de Recherches philosophiques : "Que penser de la règle qui dit que nous devons suivre la règle ? Estelle 
elle-même une règle ? Ef si oui, quelle est la source de sa validité ? |...] La règle est suivie ostensivement. Nous apprenons à suivre la 
règle en observant des cas exemplaires de son application. |...) 1 n'y a pas de frontière claire entre les règles et les cas exemplaires. Un cas 
exemplaire peut également être considéré comme une règle." 


S L.W, Tractatus Logico-Philosophicus : 
- 6.54. La philosophie ne peut que clarifier le langage. Ef le langage clarifié est le langage ordinaire. 
- 6.541. La philosophie ne dit rien de nouveau. Elle ne fait que clarifier ce que nous savons déja. 
- 6.542. Une fois l'intronisation effectuée, tout est fini. 


58 L.W, RP (164, Remarques philosophiques, écrit entre 1929 et 1930 : "La signification d'une proposition est sa méthode 
d'utilisation." 


8% Jan Brouwer, Intuitionnisme et formalisme, publié en 1907. 


significatives, telles que « Est-ce qu'il se produit dans le développement décimal de Pi une infinité de paires de 
chiffres égaux consécutifs ? », à laquelle la loi du tiers exclu ne s’applique pas car « il faut considérer comme 
incertain si des problèmes comme [celui-ci] peuvent être résolus », Brouwer, 1908-1975 : 109-110. « À fortiori, il 
n'est pas certain qu'un problème mathématique puisse être résolu ou se révéler insoluble », dit Brouwer, 1907-1975 : 
79, « bien que HILBERT, dans "Mathematische Probleme’, estime que tout mathématicien est profondément 
convaincu de celui-ci ». 


L. Wittgenstein reprend les mêmes données et tire, d’une certaine manière, la conclusion inverse. Si, comme le dit 
Brouwer, nous ne sommes pas sûrs que tous ou certains des « problèmes mathématiques » soient résolubles, alors 
nous savons que nous n'avons pas en main de procédure de décision applicable, ce qui signifie que les prétendues 
propositions mathématiques ne sont pas décidables , ici et maintenant. « Ce que les « questions mathématiques » 
partagent avec les véritables questions, dit Wittgenstein TLP 151", « c'est simplement qu'il est possible d'y répondre 
». Cela signifie que si nous ne savons pas comment décider d’une expression, alors nous ne savons pas comment la 
rendre soit elle est prouvée (vrai), soit elle est réfutée (faux), ce qui signifie que la Loi du Milieu Exclu « ne s'applique 
pas » et, par conséquent, que notre expression n'est pas une proposition mathématique. 


Le finitisme de L. Wittgenstein et son critère de décidabilité algorithmique jettent un éclairage considérable sur ses 
critiques délicates sur des conjectures en illustration telle que FLT ou conjecture de Fermat. FLT étant critiquable 
comme proposition mathématique parce que nous ne savons pas comment en décider, et si quelqu'un comme GH 
Hardy dit qu'il « croit » que FLT est vraie, LFM 1237, nous devons répondre qu'il/elle seulement « a le 
pressentiment des possibilités d'extension du système actuel » PR sect. 107°?— qu'on ne peut croire qu'une telle 
expression est « correcte » que si l'on sait comment pour le prouver. Le seul sens dans lequel par ex le FLT peut être 
prouvée est qu'elle peut « correspondre à une preuve par induction », ce qui signifie que l'étape inductive non 
prouvée (par exemple, «G (n) — G(n +1)" et l'expression "V n G (n )" ne sont pas des propositions 
mathématiques car il semble difficil d’établir un moyen algorithmique de rechercher une induction. Une « 
proposition générale » est dénuée de sens avant une preuve inductive « parce que la question n’aurait eu de sens que 
si une méthode générale de décision avait été connue avant la découverte de la preuve particulière », PR 241. Les « 
inductions » non prouvées ou les étapes inductives ne sont pas des propositions significatives parce que la Loi du 
Milieu Exclu ne s'applique pas dans le sens où nous ne connaissons pas de procédure de décision au moyen de 
laquelle nous pouvons prouver ou réfuter l'expression, TLP 400". 


70 L.W, TLP 151 du Tractatus logico-philosophicus de Ludwig Wittgenstein : ” La signification d'une proposition est sa 
méthode d'utilisation." 

- John von Neumann, "The Computer and the Brain" (1958) : "Le premier modèle du comportement est la chose elle-même. 
Nous devons commencer par étudier le comportement de l'objet dans son environnement naturel. Nous devons ensuite essayer d'extraire de 
ce comportement les principes essentiels qui sont caractéristiques de l'objet. Ces principes peuvent ensuite être utilisés pour construire un 
modèle de l'objet qui peut être utilisé pour prédire son comportement dans d'autres environnements." 


7 L.W, LFM 123, Recherches philosophiques sur les fondements des mathématiques (1956) : 

La proposition mathématique n'est pas une describtion de la réalité, maïs une règle pour la manipulation de symboles. 

- Les propositions mathématiques ne sont pas des descriptions de la réalité, car elles ne peuvent pas être vérifiées par l'expérience. 
Par exemple, la proposition "2+2=4"" ne peut pas être vérifiée en observant le monde. 

- Les propositions mathématiques sont des règles pour la manipulation de symboles. Par exemple, la proposition "2+2=4"" est 
une règle pour la manipulation des symboles "2!" et "4". 

- Les propositions mathématiques sont nécessaires pour la compréhension du monde. Par exemple, la proposition "2+2=4"" est 
nécessaire pour comprendre le concept de nombre. 

- Les propositions mathématiques sont utiles pour la résolution de problèmes. Par exemple, la proposition "2+2=4"" peut être 
utilisée pour résoudre un problème de géométrie." 


7 L.W, Recherche philosophique de Wittgenstein, section 107. ” La philosophie est l'activité qui a le pressentiment des 
possibilités d'extension du système actuel." 

- Au cours des siècles, les mathématiciens ont découvert que le système euclidien n'est pas le seul possible. Il existe d'autres systèmes 
géométriques, qui sont basés sur des axiomes différents. 

- Witigenstein soutient que la philosophie est l'activité qui nous permet de découvrir de nouveaux systèmes géométriques. [ soutient que la 
philosophie nous permet de voir de nouvelles façons de penser l'espace. 


78 L.W, TLP 400 du Tractatus logico-philosophicus de Wittgenstein : ” La possibilité et l'impossibilité sont des formes de la 
proposition." 


Il est clair que cette position, cependant, semble nous priver de toute raison de rechercher une « décision » d'une « 
expression » s’il est qualifié de dénuée de sens telle que l’est la critique sur le FLT par le post-Tractatus. L. 
Wittgenstein dit seulement qu'« [un] mathématicien est... guidé par... certaines analogies avec le système précédent 
» et qu'il n'y a rien « d'incorrect ou d'illégitime si quelqu'un se préoccupe du dernier théorème de Fermat », PR. 


- Si par exemple j'ai une méthode pour examiner les entiers qui satisfont à l'équation x2+y2=22%, alors la 
formule xn+yn=zn" peut me stimuler. Je peux laisser une formule me stimuler. Je dirai donc: Ilyaiciun 
stimulus , mais pas une question . Les problèmes mathématiques sont toujours de tels stimuli. PR 107. 


“ Les mathématiques sont un jeu de langage. Les règles de ce jeu sont définies par les systèmes mathématiques 
précédents. Les mathématiques sont donc toujours guidées par quelque chose de tout à fait différent de la logique, 
par exemple, par des analogies avec le système précédent.” Lectures on the Foundations of Mathematics Cambridge 
de Ludwig Wittgenstein. LFM 139%. 


Il est intéressant que pour le post-Tractatus ce qui se passe ici [pour tenter de décider FLTT est une tentative non 
systématique de construire un calcul. Si la tentative réussit, j’aurai à nouveau un calcul devant moi, seulement 
différent de celui que j'ai utilisé jusqu’à présent . WVC 174-7577. 


En illustration, si nous réussissons à prouver FLT par induction mathématique (c'est-à-dire, nous prouvons «G (1) 
»vet«G(n)— G(n+1)"), nous aurons alors une preuve de l'étape inductive, mais comme l'étape inductive n'était 
pas décidable algorithmiquement au préalable, LMF 139 ; en construisant la preuve nous avons construit un 
nouveau calcul, un nouvelle machine à calculer, WVC 106% ; dans laquelle nous savons désormais utiliser cette 
nouvelle « pièce-machine », RFM VI-13 ; (c'est-à-dire l'étape inductive prouvée de manière non systématique). 
Avant la preuve, l'étape inductive n'est pas une proposition mathématique ayant du sens (dans un calcul particulier), 
alors qu'après la preuve l'étape inductive est une proposition mathématique, avec un sens nouveau et déterminé, 
dans un calcul nouvellement créé. Cette démarcation entre expressions sans sens mathématique et propositions 
prouvées ou réfutées, chacune ayant un sens déterminé dans un calcul particulier, est une vision que Wittgenstein 
articulé de multiples manières différentes de 1929 à 1944. 


La calculabilité du post-Tractatus, qu'elle soit finalement défendable ou non - et c'est une question absolument 
cruciale pour la philosophie des mathématiques de L. Wittgenstein - cet aspect fortement contre-intuitif de 
l'explication de Wittgenstein sur la décidabilité algorithmique, la preuve et le sens d'une proposition mathématique 
est un élément de sa critique de prédétermination en mathématiques : 


74 NB. Lettre de 1683 de Pierre de Fermat à Marin Marsenne : ” J'ai une méthode pour examiner les entiers qui satisfont à 
l'équation x2+y2=22, alors la formule xn+yn=2n peut me stimuler." lettre attribuée à Pierre de Fermat, un mathématicien français 
du XV/Ile siècle. Extrait est tirée d'une lettre qu'il a écrite à Marin Mersenne, un autre mathématicien français, en 1638. 

- Dans cette lettre, Fermat discute de sa méthode pour résoudre l'équation x2+y2=22. U affirme qu'il a une méthode pour trouver tous 
les entiers pairs 3 qui satisfont à cette équation. I] suggère également que la formule xn+yn=3n pourrait être utile pour résoudre 
l'équation pour les entiers impairs. 


75 L.W, Recherches philosophiques, section 107 L. Wittgenstein : ” Un wathématicien est toujours guidé par quelque chose de 
tout à fait différent de la logique, par exemple, par des analogies avec le système précédent." 

- En illustration, un mathématicien qui étudie les nombres premiers peut être guidé par des analogies avec les théorèmes précédents sur les 
nombres premiers. Par exemple, il peut s'appuyer sur la notion de nombre premier, qui a été définie dans des théorèmes précédents. I peut 
également s'appuyer sur des techniques de preuve qui ont été utilisées dans des théorèmes précédents. 


76 NB. : Il faut noter que L. Wittgenstein suggère au LFM 139, Lectures on the Foundations of Mathematics 
Cambridge que : Les mathématiques fonctionnent peut-être comme un jeu de langage, car elles sont régies par des règles. Ces règles sont 
définies par les systèmes mathématiques précédents. Par exemple, les règles de l'arithmétique sont définies par les axiomes de Peano. 


77 L.W, livre Wittgenstein et le cercle de Vienne, le (75 de Jaakko Hintikka et Klaus Puhl est intitulé : ” La vérité 
comme conformité aux règles". 


78 L.W, WVC 106, Remarks on the Foundations of Mathematics (1978) : ” The calculus of the infinite is not the 
mathematics of the infinitely small. The infinitely small does not exist (any more than the infinitely large does)." 
- I est intéressant de s'interroger si ce calcul est finitiste. 


- La prédétermination en mathématiques est l'idée que les résultats des calculs mathématiques sont connus à 
l'avance, indépendamment des choix faits par l'utilisateur. Cette idée est souvent associée aux 
mathématiques déterministes, qui sont des mathématiques dans lesquelles les résultats des calculs sont 
entièrement déterminés par les données et les règles utilisées. 


En illustration, la prédétermination en mathématiques peut être illustrée par le théorème de Pythagore, qui stipule 
que dans un triangle rectangle, le carré de l'hypoténuse est égal à la somme des carrés des deux autres côtés. Ce 
théorème est déterministe, car il est possible de calculer la longueur de l'hypoténuse à partir des longueurs des deux 
autres côtés. En général, en Logique un calcul qui respecte des propriétés ordinaires comme la commutativité etc. 
sont déterministes. 


Pour le post-Tractatus, même dans le cas où nous décidons algorithmiquement une proposition mathématique, les 
connexions ainsi établies ne préexistent pas à la décision algorithmique, ce qui signifie que même lorsque nous 
avons une « question mathématique » que nous résolvons par procédure de décision, l'expression n'a qu'une portée 
déterminée le sens en tant que proposition lorsqu'elle sera décidée. Selon le récit de Wittgenstein, au milieu et plus 
tard, « [une] nouvelle preuve donne à la proposition une place dans un nouveau système », RFM VI, 13 ; elle «la 
situe dans l'ensemble du système de calculs », bien qu'elle « ne fasse pas mentionner, et ne décrit certainement pas, 
tout le système de calcul qui se trouve derrière la proposition et lui donne un sens ». RFM VI, 11. 


La position très délicate de L. Wittgenstein est ici de souligner qu'en mathématiques, contrairement au domaine des 
propositions contingentes (ou empiriques), « si je veux savoir ce que dit une proposition comme le dernier théorème 
de Fermat », je dois connaître son critère de vérité . Contrairement au critère de vérité pour une proposition 
empirique, qui peut être connu avant que la proposition ne soit décidée, nous ne pouvons pas connaître le critère de 
vérité pour une proposition mathématique indécise, bien que nous « connaissions les critères de vérité de 
propositions similaires ». RFM VIT, 13. 


2.3. LES NOMBRES RATIONNELS ET IRRATIONNELS 


- 4461 — Ta preuve par l’induction mathématique , Wittgenstein, La preuve 
Axiomatique, preuve par l’induction,, chez Le wittgenstein moyen xx, La 
proposition montre ce qu’elle dit, la tautologie et la contradiction montrent 
qu’elles ne disent rien. La tautologie n’a pas de conditions de vérité, car elle est 
inconditionnellement vraie; et la contradiction n’est vraie sous aucune 
condition. La tautologie et la contradiction sont vides de sens! (Comme le 
point, duquel partent deux flèches en directions opposées.) (Je ne sais rien du 
temps qu’il fait par exemple, lorsque je sais : ou il pleut ou il ne pleut pas.) 
109-111 — On pourrait dire que l’arithmétique est une sorte de géométrie ; 
c'est-à-dire qu'en géométrie ce sont des constructions sur papier, en 
arithmétique ce sont des calculs (sur papier). — On pourrait dire que c'est une 
sorte de géométrie plus générale. ( PR (109 ; PR (111) 


Le post-Tractatus de L. Wittgenstein critique et précise aussi les nombres réels et irrationnels. Il y à deux raisons 
distinctes à cela. 


Premièrement, il est rapporté par L. Carnap, la véritable raison pour laquelle beaucoup d’entre nous ne veulent pas 
abandonner la notion d’infini réel en mathématiques est la conception répandue d’un nombre irrationnel comme 
une extension nécessairement infinie. "La confusion dans le concept de ‘l'infini actuel' apparaît " W VM” Carnap : 


Elle est mentionnée dans un article de 1967 de Rudolf Carnap, intitulé "Wittgenstein's views on mathematics." 
Dans cet article, Carnap écrit que Wittgenstein à discuté de la notion d'infini actuel dans des discussions privées. Il 
rapporte que Wittgenstein a soutenu que la notion d'infini actuel est une confusion, car elle implique que l'infini est 
une réalité existante. 


L. Carnap ne donne pas de source précise pour cette citation, mais il est probable qu'elle provienne de discussions 
avec Wittgenstein dans les années 1930. Wittgenstein à enseigné à Cambridge de 1930 à 1936, et Carnap a été un 
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visiteur fréquent de la faculté pendant cette période. 


Voici le passage complet de l'article de Carnap dans lequel la citation se trouve : "Wittgenstein a également discuté 
de la notion d'infini actuel dans des discussions privées. Il a soutenu que la notion d'infini actuel est une confusion, 
car elle implique que l'infini est une réalité existante. Il a dit quelque chose comme ceci : "La confusion dans le 
concept de "l'infini actuel" apparaît lorsque l'on tente de l'appliquer à des objets concrets. Par exemple, si l'on 
considère une ligne infinie, on peut se demander si elle a une longueur. Si la ligne a une longueur, alors elle doit être 
finie. Si la ligne n'a pas de longueur, alors elle est inexistante." 


Ainsi, cite R. Carnap, "la confusion dans le concept de l'infini actuel' apparaît " Carnap dit Wittgenstein, PG 471 ; 


- du concept peu clair de nombre irrationnel, c'est-à-dire du fait que des choses logiquement très différentes sont 
appelées « nombres irrationnels » sans qu'aucune limite claire soit donnée à ce concept. 


Deuxièmement, et plus fondamentalement, L. Wittoenstein précise la place des « preuves » comme fondement de 
l'arithmétique, de la théorie des nombres réels et des mathématiques dans leur ensemble. En effet, la discussion de 
L. Wittgenstein sur les irrationnels selon R. Carnap ne fait qu'un avec sa critique de la théorie des ensembles, caf, 
comme il le dit, « [Iles mathématiques sont envahies de part en part par les idiomes pernicieux de la théorie des 
ensembles » PI-107, tels que « la façon dont les gens parlent d'une ligne ». comme composée de points », alors qu'en 
fait « [une] ligne est une loi et n'est composée de rien du tout » PI-114. 


2.3. LE NOMBRE IRRATIONNEL : 2 or ‘r 


- 4.461 — Ta preuve par l’induction mathématique , Wittgenstein, La preuve 
Axiomatique, preuve par l’induction,, chez Le wittgenstein moyen xx, La 
proposition montre ce qu’elle dit, la tautologie et la contradiction montrent 
qu’elles ne disent rien. La tautologie n’a pas de conditions de vérité, car elle est 
inconditionnellement vraie; et la contradiction n’est vraie sous aucune 
condition. La tautologie et la contradiction sont vides de sens! (Comme le 
point, duquel partent deux flèches en directions opposées.) (Je ne sais rien du 
temps qu’il fait par exemple, lorsque je sais : ou il pleut ou il ne pleut pas.) 
109-111 — On pourrait dire que l’arithmétique est une sorte de géométrie ; 
c'est-à-dire qu'en géométrie ce sont des constructions sur papier, en 
arithmétique ce sont des calculs (sur papier). — On pourrait dire que c'est une 
sorte de géométrie plus générale. ( PR (109 ; PR (111) 


Le post-Tractatus et selon les termes de Wittgenstein, les mathématiques consistent exclusivement en extensions et 
en intensions (c'est-à-dire des « règles » ou des « lois »), er puisque un irrationnel n'est une extension que dans la 
mesure où il est un signe (c'est-à-dire un « chiffre », tel que «\2' ou Pi). Étant donné qu'il n'existe pas d'extension 
mathématique infinie , il s'ensuit qu'un nombre irrationnel n'est pas une expansion infinie unique , mais plutôt une 
règle ou une loi récursive unique - qui produit des nombres rationnels. PI-179% et PI-484!. 


La règle pour déterminer les lieux de V2 est lui-même le chiffre du nombre irrationnel ; et la raison pour laquelle je 
païle ici d'un « nombre » est que je peux calculer avec ces signes (certaines règles pour la construction des nombres 
rationnels) tout comme je peux le faire avec les nombres rationnels eux-mêmes. PI-484. 


N.B. - Il faut noter qu'une méthode pour déterminer la racine carrée de 2 est d'utiliser la méthode de Héron. Cette 
méthode consiste à trouver une suite de nombres qui tendent vers la racine carrée de 2. 


80 L.W, Philosophical Investigations, section 179 : "Que veut dire : la diagonale d'un carré est irrationnelle ? Cela signifie que 
nous ne pouvons pas la représenter par une fraction. Maïs cela ne signifie pas que nous ne pouvons pas parler d'elle. Nous pouvons dire 
qu'elle est plus grande que la racine carrée de 2, mais qu'elle est inférieure à la racine carrée de 3." 


81 L.W, PG 484, : La règle pour déterminer les lieux de 2 est lui-même le chiffre du nombre irrationnel ; et la raison pour laquelle 
je parle ici d'un "nombre" est que je peux calculer avec ves signes (certaines règles pour la construction des nombres rationnels) tout comme 
je peux le faire avec les nombres rationnels eux-mêmes." 


La méthode de Héron est la suivante : 


On commence par choisir un nombre à, tel que 0 < a < 2. 

On calcule le nombre b = (a + 2 / a) / 2. 

On répète les étapes 2 et 3 jusqu'à ce que la différence entre a et b soit inférieure à une certaine précision. 
Par exemple, si on commence par a = 1, on obtient la suite suivante : 


a=1i 

b=({+2/1/2=1.5 

a=(1.5+27/1.5)/2=1.4166666666666667 

b = (1.4166666666666667 + 2 / 1.4166666666666667) / 2 = 1.4142135623730951 

a = (1.4142135623730951 + 2 / 1.4142135623730951) / 2 = 1.4142135623730951 

La différence entre a et b est alors inférieure à 107-9, ce qui est une précision suffisante pour la plupart des 
applications. 


C.QED. 


2.4. LE CONTINUUM MATHÉMATIQUE ET NOMBRE IRRATIONNEL : “2 or 


- 4.461 — Ta preuve par l'induction mathématique , Wittgenstein, La preuve 
Axiomatique, preuve par l’induction,, chez Le wittgenstein moyen xx, La 
proposition montre ce qu’elle dit, la tautologie et la contradiction montrent 
qu’elles ne disent rien. La tautologie n’a pas de conditions de vérité, car elle est 
inconditionnellement vraie; et la contradiction n’est vraie sous aucune 
condition. La tautologie et la contradiction sont vides de sens! (Comme le 
point, duquel partent deux flèches en directions opposées.) (Je ne sais rien du 
temps qu’il fait par exemple, lorsque je sais : ou il pleut ou il ne pleut pas.) 
109-111 — On pourrait dire que l’arithmétique est une sorte de géométrie ; 
c'est-à-dire qu'en géométrie ce sont des constructions sur papier, en 
arithmétique ce sont des calculs (sur papier). — On pourrait dire que c'est une 
sorte de géométrie plus générale. ( PR (109 ; PR (111) 


L. Wittgenstein adopte donc une position critique selon laquelle tous les nombres réels récursifs (c'est-à-dire les 
nombres calculables) ne sont pas “toujours” de véritables nombres réels — une position qui distingue même son 
point de vue de celui de Brouwer. 


Le problème, selon L. Wittgenstein, est que les mathématiciens, en particulier les fondationnalistes (par exemple les 
théoriciens des ensembles), ont cherché à s'adapter à la continuité physique par une théorie qui « décrit » le 
continuum mathématique”. PG-460 ; TLP-6.375. Lorsque, par exemple, nous pensons au mouvement continu et à 
la (simple) densité des rationnels, nous déduisons que si un objet se déplace continuellement de À à B et qu'il 
parcourt uniquement les distances marquées par des « points rationnels », alors il doit sauter certaines distances 
(intervalles ou points) non marquées par des nombres rationnels. Mais si un objet en mouvement continu parcourt 
des distances qui ne peuvent être mesurées de manière proportionnelle par les seuls rationnels, il doit y avoir des « 
espaces » entre les rationnels, PG-460 ; TLP-6.375, et il faut donc les remplir, d’abord, avec des irrationnels 
récursifs”, et ensuite, parce que « l’ensemble de tous les irrationnels récursifs »* laisse encore des lacunes. 


-  [LJ'énigme du continuum surgit parce que le langage nous induit en erreur en lui appliquant une image qui 
#7 Il faut noter en Arithmétique, Lé Neuyén Hoang, La formule du savoir : Le problème des “fractions continues” qui sont 
partout mais nulle part. 
83 T1 faut noter qu'en Arithmétique dans le cas de l'ensemble des irrationnels récursifs : I/ existe quand même des 
irrationnels récursifs qui peuvent être définis par des formules récursives. Par exemple, le nombre pi est un irrationnel récursif qui peut 


être défini par la formule récursive suivante : 


-pi=4%*(1-(1/3)+(1/5)- (1/7) +.) 


PI - "L'ensemble de tous les irrationnels récursifs est récursivement indéfinissable." 


ne correspond pas. La théorie des ensembles conserve l’image inappropriée de quelque chose de 
discontinu, mais fait des déclarations à ce sujet qui contredisent l’image, sous l’impression qu’elle rompt 
avec les préjugés ; alors que ce qu'il aurait fallu faire en réalité, c'est souligner que le tableau ne colle tout 
simplement pas... TLP-6.375. 


Nous n'ajoutons rien de nécessaire aux calculs différentiels et intégraux en « complétant » une théorie des nombres 
réels avec des pseudo-irrationnels et ainsi, d'abord parce qu'il n'y a pas de lacunes sur la droite numérique. TLP-6. 
375, PG 373% ; WVC 35%, 

Et deuxièmement, parce que selon le post-Tractatus ces nombres irrationnels ne sont pas nécessaires pour une 
théorie du « continuum », simplement parce qu'il n'y a pas de continuum mathématique. Comme le dit plus tard 
Wittgenstein ; RFM-32, « [Il'image de la droite numérique est absolument naturelle jusqu'à un certain point ; 
c’est-à-dire tant qu’il n’est pas utilisé pour une théorie générale des nombres réels ». Nous avons commis une erreur 
en interprétant à tort la nature de la droite géométrique comme une collection continue de points, chacun étant 
associé à un nombre réel, ce qui nous à amenés bien au-delà de l'image « naturelle » de la droite numérique, à la 
recherche d'une « théorie générale du réel ». chiffres ». 


Ainsi, la principale raison pour laquelle L. Wittgenstein critique certains nombres constructifs (calculables) est qu’ils 
constituent des créations inutiles qui engendrent des confusions conceptuelles en mathématiques ; en particulier en 
théorie des ensembles, RFM-32. L'un des principaux objectifs de L. Wittgenstein dans ses longues discussions sur les 
nombres rationnels et les pseudo-irrationnels est de montrer que les pseudo-irrationnels, qui semblent nécessaires au 
continuum mathématique”, sont discutables. 


À cette fin, L. Wittgenstein exige : 


- (a) qu’un nombre réel soit « comparable à tout nombre rationnel pris au hasard » (c’est-à-dire qu« il peut 
être établi s’il est supérieur, inférieur ou égal à un nombre rationnel ». PR-191 ; TLP 6.375%, et 


- (b) que « [un] nombre doit mesurer en soi » et si un «nombre » « s'en remet aux rationnels, nous n'en avons 
as besoin » PR-191. RFM-4.242, Remarques sur les fondements de la mathématique, publié en 1956"? 
P > q q 


Il est possible de suivre la logique de L. W. et analyser si certains réels récursifs (calculables) ne sont pas de 
véritables nombres réels c-a-d s’ ils ne satisfont pas (a) et (b). 


Il semble que pour exactement la même raison, si nous définissons un «irrationnel sans loi » comme soit 

- (a) une expansion infinie, non régie par des règles, non périodique, dans une certaine base, ou 

-  (b) une « séquence de libre choix », 
L. Wittgenstein critique cette définition qui est discutable des « irrationnels sans loi » parce que, dans la mesure où ils 
ne sont pas régis par des règles, ils ne sont pas comparables aux rationnels (ou aux irrationnels) et ils ne sont pas 
nécessaires. 


85 L.W, PG 373 : ” L'image de la droite numérique est absolument naturelle jusqu'à un certain point ; c'est-à-dire tant qu'il n'est pas 
utilisé pour une théorie générale des nombres réels. Nous avons commis une erreur en interprétant à tort la nature de la droite 
géométrique comme une collection continue de points, chacun étant associé à un nombre réel, ce qui nous a amenés bien au-delà de l'image 
« naturelle » de la droite numérique, à la recherche d'une « théorie générale du réel » 


8 L.W, WVC 35, Remarques sur la philosophie de la psychologie de Ludwig Wittgenstein : S7 4 ne sais pas comment 
jouer à un jeu, alors regarde comment on joue." 


87 L.W, RFM 32 : Le continuum est une fiction mathématique. Je ne veux pas dire par là qu'il n'est pas utile, mais qu'il n'est pas 
réel. I n'y a pas de tels nombres réels." 

REM 33 : "Les nombres irrationnels sont des créations inutiles. [ls ne correspondent à rien dans le monde réel." 

REM 34 : "Les seuls nombres réels sont les nombres entiers. Us correspondent à des objets physiques dans le monde réel." 


88 [.W., section 6.375, Tractatus Logico-Philosophicus, publié en 1921 : "Toute proposition est comparable à tout nombre 
rationnel pris au hasard”. 


® L.W, section 4.242, Remarques sur les fondements de la mathématique, publié en 1956 : ” Un nombre doit mesurer en 
soi, et non seulement en relation avec un autre nombre". 


L. Wittgenstein écrit : 
-  [NJous ne pouvons pas dire que les fractions décimales développées conformément à une loi doivent 
encore être complétées par un ensemble infini de fractions décimales infinies irrégulières qui seraient « 
passées sous silence » si nous devions nous limiter à celles générées par une loi. 


Il argumente donc, car « [où] existe-t-il une décimale aussi infinie qui n'est générée par aucune loi » « [et comment 
pourtions-nous remarquer qu'elle manquait ? » (Recherches philosophiques, section VI.4.2., page 187 de l'édition 
française de Gallimard.) 


Le point principal de L. Wittgenstein n'est pas que nous ne pouvons pas créer d'autres nombres réels récursifs - en 
fait, nous pouvons en créer autant que nous le souhaitons - son point est que nous ne pouvons vraiment parler que 
de différents systèmes (ensembles) de nombres réels ; RFM II-16, qui sont dénombrables par une règle, et toute 
tentative de parler de « l'ensemble de tous les nombres réels » ou toute tentative fragmentaire d'ajouter ou de 
considérer de nouveaux réels récursifs (par exemple, les nombres diagonaux) est discutable. En effet, en 1930, des 
passages manuscrits et dactylographiés (ci-après respectivement MS et TS) sur les irrationnels et la diagonale de 
Cantor, qui n'étaient pas inclus dans PR ou PG, Wittgenstein dit : « Le concept de « nombre irrationnel » est un 
pseudo-concept dangereux » (MS 108, 176 ; 1930 ; TS 210, 29 ; 1930). L'hypothèse à partir de ce récit de L. 
Wittgenstein en est que, si nous ne comprenons pas correctement les irrationnels, nous ne pouvons qu'engendrer les 
erreurs qui seront interne à la théorie des ensembles. 


2.5. LA THÉORIE DES ENSEMBLES 


- 4.461 — Ta preuve par l’induction mathématique , Wittgenstein, La preuve 
Axiomatique, preuve par l’induction,, chez Le wittgenstein moyen xx, La 
proposition montre ce qu’elle dit, la tautologie et la contradiction montrent 
qu’elles ne disent rien. La tautologie n’a pas de conditions de vérité, car elle est 
inconditionnellement vraie; et la contradiction n’est vraie sous aucune 
condition. La tautologie et la contradiction sont vides de sens! (Comme le 
point, duquel partent deux flèches en directions opposées.) (Je ne sais rien du 
temps qu’il fait par exemple, lorsque je sais : ou il pleut ou il ne pleut pas.) 
109-111 — On pourrait dire que l’arithmétique est une sorte de géométrie ; 
c'est-à-dire qu'en géométrie ce sont des constructions sur papier, en 
arithmétique ce sont des calculs (sur papier). — On pourrait dire que c'est une 
sorte de géométrie plus générale. ( PR (109 ; PR (111) 


La critique de la théorie des ensembles par Wittgenstein est introduit quelque peu dans le Tractatus , où il discute du 
logicisme et dit au TLP-6.031 ; RFM-16” que « [I]a théorie des classes est complètement superflue en 
mathématiques » parce que, au moins en partie, « la généralité requise en mathématiques est pas une généralité 
accidentelle ». 


La critique post-Tractarienne de la théorie des ensembles transfinis (ci-après « Théorie des ensembles de Cantor ») 
comporte deux composantes principales : 

- (1) sa discussion sur la distinction intension-extension, et 

- (2) sa critique de la non-dénombrabilité en tant que cardinalité . 


L. Wittgenstein écrit : L.W, PG 334 du livre Remarques philosophiques sur les fondements des mathématiques de 
Ludwig Wittgenstein : " L'ensemble de tous les nombres réels est un concept qui n'a pas de signification. On peut 
bien dire : "Je vais construire un ensemble qui contiendra tous les nombres réels." Mais ce n'est qu'une façon de 
parler. En réalité, on ne construit rien. On ne fait que donner un nom à une infinité de nombres réels." , Cette 
critique conduit à l'utilisation d'un critère d'application extra-mathématique pour délimiter la théorie des ensembles 


% L.W, Remarques philosophiques sur les fondements des mathématiques (1956), deuxième partie, (16 : ” La #héorie 
des classes est complètement superflue en mathématiques. On peut bien dire : "Je vais construire un ensemble qui contiendra tous les 

q q 
nombres réels." Mais ce n'est qu'une facon de parler. En réalité, on ne construit rien. On ne fait que donner un nom à une infinité de 
nombres réels." 


transfinis (et d'autres jeux de signes purement formels) des calculs mathématiques. 


2.5.1. LA THÉORIE DES ENSEMBLES ET INTENSIONS, EXTENSIONS. 


- 4461 — Ta preuve par l’induction mathématique , Wittgenstein, La preuve 
Axiomatique, preuve par l’induction,, chez Le wittgenstein moyen xx, La 
proposition montre ce qu’elle dit, la tautologie et la contradiction montrent 
qu’elles ne disent rien. La tautologie n’a pas de conditions de vérité, car elle est 
inconditionnellement vraie; et la contradiction n’est vraie sous aucune 
condition. La tautologie et la contradiction sont vides de sens! (Comme le 
point, duquel partent deux flèches en directions opposées.) (Je ne sais rien du 
temps qu’il fait par exemple, lorsque je sais : ou il pleut ou il ne pleut pas.) 
109-111 — On pourrait dire que l’arithmétique est une sorte de géométrie ; 
c'est-à-dire qu'en géométrie ce sont des constructions sur papier, en 
arithmétique ce sont des calculs (sur papier). — On pourrait dire que c'est une 
sorte de géométrie plus générale. ( PR (109 ; PR (111) 


La recherche d'une théorie globale des nombres réels pose la question d’un possible « symbolisme fictif» ; PR 
VI.3.2. 


- La théorie des ensembles tente d'appréhender l'infini à un niveau plus général que l’étude des lois des 
nombres réels. Il dit que vous ne pouvez pas du tout saisir l'infini réel au moyen du symbolisme 
mathématique et que, par conséquent, il ne peut être que décrit et non représenté. ..… On pourrait dire de 
cette théorie qu’elle achète un cochon en un instant. Laissons l’infini s’accommoder comme il peut dans 
cette boîte. ( Rém.Ph. section VI.3.2, 201-202 ; cf. PR (170) 


Comme remarque . Wittgenstein dans ; Remarques philosophiques (PG), à la section VI.3.2, intitulée Théorie des 
ensembles : 


L'erreur de l’approche de la théorie des ensembles consiste à traiter à maintes reprises les lois et les énumérations 
(listes) comme essentiellement le même genre de choses et à les disposer en séries parallèles de sorte que lune 
comble les vides laissés par l’autre. 


Car il est discutable alors de dire « on ne peut pas énumérer tous les numéros d'un ensemble, mais on peut en 
donner une description », car « [I]'un ne se substitue pas à l'autre » ; Remarques philosophiques (PG), section 
VI.3.2-461, 462, 463°!. 


En effet, la "faute de la théorie des ensembles consiste À traiter maintes et maintes fois les lois et les énumérations 
(listes) comme essentiellement de la même espèce de chose", PG 461. Cette confusion entre intensions et 
extensions est étroitement liée au fait que nous nous comporftons à tort comme si le mot "infini" était un 
"mot-nombre", car dans le discours ordinaire nous répondons à la question "combien ?" avec les deux. PG 463. 
Mais "[J'infini' n'est pas une quantité", insiste Wittgenstein ; WVC 228 : Wittgenstein's Lectures on the Foundations 
of Mathematics ; le mot "infini" et un mot-nombre comme "cinq" n'ont pas la même syntaxe. 


Une classe infinie est une règle récursive ou "une induction", tandis que le symbole d'une classe finie est une liste ou 
une extension. PG 461. C'est parce que comme une extension mathématique est nécessairement une séquence finie 
de symboles, une extension mathématique infinie est une contradiction dans les termes. 


"ENC PG VL32: 

461. L'erreur de l'approche ensembliste consiste à traiter maintes et maintes fois les lois et les énumérations (listes) comme essentiellement 
de la même espèce de chose. 

462. On ne peut pas énumérer tous les numéros d'un ensemble, mais on peut en donner une description. 

463. La théorie des ensembles est une tentative de faire de la description d'un ensemble une énumération de ses éléments. 


Présupposer un symbolisme “fictif” de signes infinis ; PG 469, au lieu d'un symbolisme réel avec des signes finis est 
discutable car il ne va pas de soi. La grande indication de la théorie des ensembles, qui commence par l'affirmation 
ensembliste que : 

-  «Toutinfini (x) est strictement plus petit que l'autre infini p(x)" signifie que pour tout ensemble infini X, il 

existe un autre ensemble infini P(X) qui est plus grand que X. » 

Elle est due au mathématicien allemand Georg Cantor, qui est considéré comme le fondateur de la théorie des 
ensembles. Cantor a montré qu'il existe des infinités de différentes tailles. Un exemple simple d'infini est l'ensemble 
des nombres entiers. Cet ensemble est infini car il n'y a pas de nombre entier le plus grand. On peut toujours ajouter 
1 à un nombre entier pour obtenir un nombre entier plus grand. Donc nous pouvons en principe concevoir un 
ensemble infini par une énumération, mais qu'en raison de limitations humaines ou physiques, nous décrirons plutôt 
cela intensionnellement. Mais, dit Wittgenstein, « il ne peut y avoir de possibilité et d'actualité en mathématiques » 
WVC 102-03,section 2.11”, intitulée "La possibilité et l'actualité en mathématiques", car les mathématiques sont un 
calcul réel , qui «ne s'intéresse qu'aux signes avec lesquels il opère réellement ». Comme le remarque L. Wittgenstein 
; PR, section 6.252, intitulée "La description et l'utilisation", le fait que « nous ne pouvons pas décrire les 
mathématiques, nous pouvons seulement le faire » abolit en soi toute « théorie des ensembles. » 


2.5.2. LA THÉORIE DES ENSEMBLES ET NON-DÉNOMBRABILITÉ 


- 4461 — Ta preuve par l’induction mathématique , Wittgenstein, La preuve 
Axiomatique, preuve par l’induction,, chez Le wittgenstein moyen xx, La 
proposition montre ce qu’elle dit, la tautologie et la contradiction montrent 
qu’elles ne disent rien. La tautologie n’a pas de conditions de vérité, car elle est 
inconditionnellement vraie; et la contradiction n’est vraie sous aucune 
condition. La tautologie et la contradiction sont vides de sens! (Comme le 
point, duquel partent deux flèches en directions opposées.) (Je ne sais rien du 
temps qu’il fait par exemple, lorsque je sais : ou il pleut ou il ne pleut pas.) 
109-111 — On pourrait dire que l’arithmétique est une sorte de géométrie ; 
c'est-à-dire qu'en géométrie ce sont des constructions sur papier, en 
arithmétique ce sont des calculs (sur papier). — On pourrait dire que c'est une 
sorte de géométrie plus générale. ( PR (109 ; PR (111) 


La critique de L. Wittgenstein à l'égard de la non-dénombrabilité est principalement implicite concernant la 
distinction entre nombre algébrique et nombre transcendantal : 


Quand un mathématicien dit : « L’ensemble de tous les nombres transcendantaux est plus grand que celui des 
nombres algébriques », c’est un non-sens. L'ensemble est d'un autre genre. Ce n’est « plus » dénombrable, ce n’est 
tout simplement pas dénombrable !'TLP- 174. 


L. Wittgenstein considère ici la preuve diagonale de la non-dénombrabilité de « l’ensemble des nombres 
transcendantaux » comme une preuve qui montre seulement que les nombres transcendantaux ne peuvent pas être 
énumérés de manière récursive. Il est absurde, dit-il, de partir de la conclusion justifiée selon laquelle ces nombres ne 
sont pas, en principe, énumérables, à la conclusion que l'ensemble des nombres transcendantaux est plus grand en 
cardinalité que l'ensemble des nombres algébriques, qui est récursivement énumérable. Nous avons ici deux 
conceptions très différentes d’un type numérique. Dans le cas des nombres algébriques, nous avons une procédure 
de décision pour déterminer si un nombre donné est algébrique ou non, et nous avons une méthode pour énumérer 
les nombres algébriques de telle sorte que nous pouvons voir que « chaque » nombre algébrique « sera » dénombré. 
Dans le cas des nombres transcendantaux, en revanche, nous avons des preuves que certains nombres sont 


%2 L. Wittgenstein écrit : ” [/ ne peut y avoir de possibilité et d'actualité en mathématiques. Car la possibilité est déterminée par la 
démonstration, et la démonstration est l'actualité." 

- Witigenstein donne l'exemple de la proposition "2 + 2 = 4", Cette proposition est considérée comme une vérité nécessaire, mais elle 
n'est pas possible avant d'avoir été démontrée. Nous ne pouvons pas dire que 2 + 2 = 4 est possible avant d'avoir montré que c'est le 


cas. 
- Witigenstein conclut que la distinction entre la possibilité et l'actualité est une illusion. I] n'y a qu'un seul domaine en mathématiques : 


le domaine de la démonstration. 


transcendantaux (c'est-à-dire non algébriques), et nous avons une preuve que nous ne pouvons pas énumérer de 
manière récursive tout ce que nous appellerions un « nombre transcendantal ». 


L. Wittgenstein parle de la même manière de la théorie des ensembles, ce qui conduit à une difficulté fondamentale, 
qui commence lorsque nous supposons inconsciemment qu'il y a un sens à l'idée d'ordonner les rationnels par taille 
— «que la tentative est pensable”* » proposition 5.5551. "- et aboutit à penser de la même manière qu'il est possible 
d'énumérer les nombres réels , ce que nous découvrons alors impossible. 


3. REMARQUES SUR LES FONDEMENTS DES MATHÉMATIQUES, L-X 


- 4461 — Ta preuve par l’induction mathématique , Wittgenstein, La preuve 
Axiomatique, preuve par l’induction,, chez Le wittgenstein moyen xx, La 
proposition montre ce qu’elle dit, la tautologie et la contradiction montrent 
qu’elles ne disent rien. La tautologie n’a pas de conditions de vérité, car elle est 
inconditionnellement vraie; et la contradiction n’est vraie sous aucune 
condition. La tautologie et la contradiction sont vides de sens! (Comme le 
point, duquel partent deux flèches en directions opposées.) (Je ne sais rien du 
temps qu’il fait par exemple, lorsque je sais : ou il pleut ou il ne pleut pas.) 
109-111 — On pourrait dire que l’arithmétique est une sorte de géométrie ; 
c'est-à-dire qu'en géométrie ce sont des constructions sur papier, en 
arithmétique ce sont des calculs (sur papier). — On pourrait dire que c'est une 
sorte de géométrie plus générale. ( PR (109 ; PR (111) 


Il est intéressant de commencer par noter que — Le RFM , est publié pour la première fois en 1956, se compose 
de sélections tirées d'un certain nombre de manuscrits (1937-1944), de la plupart d'un grand texte dactylographié 
(1938) et de trois courts dactylographiés (1938), dont chacun constitue une annexe au ( RFM T). Pour cette raison et 
parce que certains manuscrits contenant beaucoup de matériel sur les mathématiques (par exemple, MS 123) n'ont 
pas été utilisés du tout pour RFM , les philosophes n'ont pas été en mesure de lire les remarques ultérieures de 
Wittgenstein sur les mathématiques telles qu'elles étaient écrites dans les manuscrits utilisés pour RFM. 


Il convient également de noter d'emblée que l'interprétation sur la continuité des philosophies mathématiques de 
Wittgenstein écrit ici se fonde sur le Livre publié de L. Wittgenstein et non selon le Nachlass et les manuscrits etc. Il 
s’agit donc d’une interprétation selon livre publié qui est une somme synthétique à priori bonne mais on ne sait s’il 
s’agit bien de la pensée définitive de L. Wittoensteins sur la philosophie des mathématiques. 


3.1. LES MATH. : INVENTION OÙ DÉCOUVERTE ? — MATH EN TANT QUE 
INVENTION HUMAINE. 


- 4.461 — Ta preuve par l’induction mathématique , Wittgenstein, La preuve 
Axiomatique, preuve par l’induction,, chez Le wittgenstein moyen xx, La 
proposition montre ce qu’elle dit, la tautologie et la contradiction montrent 
qu’elles ne disent rien. La tautologie n’a pas de conditions de vérité, car elle est 
inconditionnellement vraie; et la contradiction n’est vraie sous aucune 
condition. La tautologie et la contradiction sont vides de sens! (Comme le 
point, duquel partent deux flèches en directions opposées.) (Je ne sais rien du 
temps qu’il fait par exemple, lorsque je sais : ou il pleut ou il ne pleut pas.) 
109-111 — On pourrait dire que l’arithmétique est une sorte de géométrie ; 
c'est-à-dire qu'en géométrie ce sont des constructions sur papier, en 


% L. Wittgenstein se trouve dans le Tractatus Logico-Philosophicus, proposition 5.5551. : 
"Il y a un sens à l'idée d'ordonner les rationnels par taille — « que la tentative est pensable » — mais il n'y a pas de sens à l'idée d'une 
série complète de tous les nombres rationnels." 


arithmétique ce sont des calculs (sur papier). — On pourrait dire que c'est une 
sorte de géométrie plus générale. ( PR (109 ; PR (111) 


Il est possible de faire un premier résumé ici en signalant que la constante la plus importante dans la Philosophie des 
mathématiques de Wittgenstein semble être peut-être qu'il maintient systématiquement que les mathématiques sont 
construites et sont notre invention humaine et qu'en effet, tout dans les mathématiques est inventé. Tout comme 
son œuvre, L. Wittoenstein dit que nous « inventons » les mathématiques et que « le mathématicien n’est pas un 
découvreur : il est un inventeur” ». PR-II, 185 ; RFM , Annexe II, 2. A savoir rien n’existe mathématiquement tant 
que nous ne l’avons pas inventé. 


En critiquant l’idée de découverte mathématique, Wittgenstein dispute sur le platonisme, il considère discutable 
également une vision philosophique plutôt standard selon laquelle les êtres humains inventent des calculs 
mathématiques, mais une fois qu'un calcul à été inventé, nous découvrons par la suite un nombre fini de ses infinités 
prouvables et vrais théorèmes. Comme le demande Wittgenstein lui-même ; RFM IV, 48, « ne pourrait-on pas dire 
que les règles vont dans cette direction, même si personne ne l’a suivi ? Si « quelqu'un produisait une preuve [du 
‘théorème de Goldbach'] », « [ne pourrait-on] pas dire », demande Wittgenstein ; REM 48”, « que la possibilité de 
cette preuve était un fait dans le domaine de la réalité mathématique » — que « [a]n pour [le] trouver, il doit, dans un 
certain sens, être là » — « [ilt il doit s’agir d’une structure possible » ? 


L. Wittgenstein résiste à la réponse « Oui » selon laquelle nous découvrons des vérités sur un calcul mathématique 
qui naissent au moment où nous inventons le calcul ; PG 283, 466%, Wittgenstein considère discutable la réification 
modale de la possibilité en tant qu'actualité — selon laquelle la prouvabilité et la constructibilité”’ sont des faits (réels) 
— en afguant qu'il est pour le moins discutable de dire avec le platonicien que parce qu'« une ligne droite peut être 
tracée entre deux points quelconques ,.… la ligne existe déjà même si personne ne l’a tracée » — pour dire « [ce]que 
dans le monde ordinaire nous appelons une possibilité est dans le monde géométrique une réalité ». LFM 144, 
Cahier bleu. Autant dire, suggère Wittgenstein ; PG 374%, que « les échecs n'avaient qu'à être découverts , ils étaient 
toujours là ! ». Dans le monde ordinaire, une ligne droite est une possibilité. Elle peut exister, mais elle n'existe pas 
nécessairement. Dans le monde géométrique, une ligne droite est une réalité. Elle existe nécessairement, même si 
elle n'est pas tracée sur une feuille de papier. 


% L.W., Recherches philosophiques de Ludwig Wittgenstein : 

Recherches philosophiques, 1, f168 : "Le sens d'un mot est déterminé par son utilisation dans le langage." 

Recherches philosophiques, I, {38 : "La vérité en mathématiques n'est pas une propriété des propositions mathématiques, mais plutôt 
une propriété des preuves mathématiques." 

Recherches philosophiques, V”, {5 : "Les concepts mathématiques ne sont pas des objets on des propriétés du monde, mais plutôt des outils 
que nous utilisons pour penser et résoudre des problèmes." 

Recherches philosophiques, V”, {9 : "Les mathématiques ne sont pas une description du monde, mais une activité humaine." 

Recherches philosophiques, V, $11 : "Les mathématiques ne sont pas basées sur des axiomes on des principes logiques, mais sur des 
règles et des conventions. 


% L.W, Remarques sur les fondements des mathématiques (RFM), quatrième partie, paragraphe 48 : " I/ est important 
de noter que la possibilité de cette preuve était un fait dans le domaine de la réalité mathématique avant que cette preuve ait été trouvée." 


Si Wittgenstein's Remarks on the Foundations of Mathematics, PG 283 : 

S283. The proof does not reveal anything new. If only reveals wbat was already there. 

S284. The proof is like a game. The rules of the game determine what is possible within the game. The proof reveals what is possible 
within mathematics. 

S285. The proof does not discover truths that exist independently of the proof. The proof reveals possibilities that are already there. 


7 L.W, MS 122 (3v ; 18 octobre 1939) : ” Les nombres ne sont pas des objets, mais des outils que nous utilisons pour compter et 
mesurer." 

- NB. : MS 122 (5v ; 18 octobre 1939) est une référence à un manuscrit de Wittgenstein, daté du T8 octobre 1939. Ce manuscrit est 
intitulé Notes on tbe Foundations of Mathematics (Notes sur les fondements des mathématiques). 


8 L.W, Philosophical Grammar de Ludwig Wittgenstein, PG 374 : ” Le calcul est un jeu de langage, et les règles du calcul 
sont les règles de ce jeu." 
X 


Pour ainsi dire, L. Wittgenstein résumé de la même manière au (MS 121, 27r ; 27 mai 1938) que « [cJela aide si lon 
dit : la preuve de la proposition de Fermat ne doit pas être découverte, mais être inventée » . ». 


- Notes on the Foundations of Mathematics (Notes sur les fondements des mathématiques), daté du 15 mars 
1940 : La différence entre l’explication « anthropologique » et l’explication mathématique est que dans la 
première nous ne sommes pas tentés de parler de « faits mathématiques », mais plutôt que dans cette 
explication les faits ne sont jamais mathématiques, ne font jamais de propositions mathématiques vraies ou 
fausses . (MS 117, 263 ; 15 mars 1940) 


Il n’y a pas de faits mathématiques au sens du Tractatus, tout comme il n’y à pas de propositions mathématiques 
(véritables ou absolues). L. Wittgenstein suppose ici (MS 121, 71v ; 27 décembre 1938) : « Les mathématiques 
consistent en [calculs | calculs], pas de propositions ». Cette hypothèse développée ici, est une forme constructiviste 
des mathématiques. 


3.2. LE PLATONISME EN MATH. ET LES NOMBRES 


- 4.461 — Ta preuve par l’induction mathématique , Wittgenstein, La preuve 
Axiomatique, preuve par l’induction,, chez Le wittgenstein moyen xx, La 
proposition montre ce qu’elle dit, la tautologie et la contradiction montrent 
qu’elles ne disent rien. La tautologie n’a pas de conditions de vérité, car elle est 
inconditionnellement vraie; et la contradiction n’est vraie sous aucune 
condition. La tautologie et la contradiction sont vides de sens! (Comme le 
point, duquel partent deux flèches en directions opposées.) (Je ne sais rien du 
temps qu’il fait par exemple, lorsque je sais : ou il pleut ou il ne pleut pas.) 
109-111 — On pourrait dire que l’arithmétique est une sorte de géométrie ; 
c'est-à-dire qu'en géométrie ce sont des constructions sur papier, en 
arithmétique ce sont des calculs (sur papier). — On pourrait dire que c'est une 
sorte de géométrie plus générale. ( PR (109 ; PR (111) 


Ludwig Wittgenstein, Remarques sur les fondements des mathématiques, daté du 18 octobre 1939 : " Il n'est pas 
possible de faire appel au sens [ Bedeutung ] des signes en mathématiques... car seules les mathématiques leur 
donnent leur sens | Bedeutung |." 


Le platonisme en Mathématique est discutable car il suggère une image de préexistence , de prédétermination et de 
découverte qui est complètement en contradiction avec ce que nous trouvons si nous examinons et décrivons 
réellement les mathématiques et l'activité mathématique. 


Pour comprendre cette idée il faut s’attacher à comprendre un exemple de Platonisme en Mathématique à savoir le 
découverte mathématique ou plutôt du monde mathématique, Les Recherches philosophiques, publié en 1953, dans 
la section IT. De la nature des mathématiques, au paragraphe 18 écrit ceci : 


" Comment il se fait que les mathématiques nous apparaissent tantôt comme l'histoire naturelle du 
domaine des nombres, tantôt comme un ensemble de règles ? " PR,I1-18. 


L. Wittgenstein explique que la première attitude sur les mathématiques, considérée comme une description du 
monde mathématique, est la plus platoniste. Nous avons l'impression que les mathématiques nous donnent une 
description de la réalité des nombres que nous allons découvrir. Cependant, cette vision est problématique, car elle 
ne permet pas de comprendre comment les mathématiques peuvent être vraies ou fausses. 


La seconde attitude des mathématiques, comme un ensemble de règles qu’on invente, est plus problématique, mais 
elle est également plus cohérente. Selon cette attitude, les mathématiques ne sont pas une description du monde 
mathématique, mais un ensemble de règles qui nous permettent de raisonner sur les nombres. Ces règles sont vraies 
ou fausses en fonction de leur cohérence interne. 


L. Wittgenstein, il convient de résumer ici ne cherche pas à réfuter le platonisme. Son objectif est plutôt de clarifier 
ce qu'est le platonisme et ce qu'il dit, implicitement et explicitement. RFM I, 21. 


3.3. INTENSION ET EXTENSION DANS LES RFM, I-V 


- 4.461 — Ta preuve par l’induction mathématique , Wittgenstein, La preuve 
Axiomatique, preuve par l’induction,, chez Le wittgenstein moyen xx, La 
proposition montre ce qu’elle dit, la tautologie et la contradiction montrent 
qu’elles ne disent rien. La tautologie n’a pas de conditions de vérité, car elle est 
inconditionnellement vraie; et la contradiction n’est vraie sous aucune 
condition. La tautologie et la contradiction sont vides de sens! (Comme le 
point, duquel partent deux flèches en directions opposées.) (Je ne sais rien du 
temps qu’il fait par exemple, lorsque je sais : ou il pleut ou il ne pleut pas.) 
109-111 — On pourrait dire que l’arithmétique est une sorte de géométrie ; 
c'est-à-dire qu'en géométrie ce sont des constructions sur papier, en 
arithmétique ce sont des calculs (sur papier). — On pourrait dire que c'est une 
sorte de géométrie plus générale. ( PR (109 ; PR (111) 


La différence entre intensions et extensions en Mathématique sur la question des nombres est une constante même 
ici. En effet, sur les nombres, L Wittgenstein est constant dans son affirmation que les nombres irrationnels sont 
des règles pour construire des expansions, et non des extensions mathématiques infinies. 


Lorsque nous disons, par exemple, qu'« il existe un nombre infini de nombres pairs », nous voulons dire que nous 
disposons d'une technique ou d'une règle mathématique pour générer des nombres pairs qui est illimitée, ce qui est 
nettement différent d'une technique ou d'une règle limitée pour générer un nombre fini. de nombres, tels que 1 à 
100 000 000. « On apprend une technique sans fin », dit Wittgenstein ; RFM V, 19, « mais il ne s'agit pas ici d'une 
extension gigantesque ». 


Cela montre, dit Wittgenstein ; RFM IL 58, qu'il faut éviter le mot « infini » en mathématiques partout où il semble 
donner un sens au calcul, plutôt que d'acquérir son sens du calcul et de son utilisation dans le calcul. 


En illustration, John Searl”” commentant Wittgenstein affirme qu’il maintient un finitisme ou plutôt un 
vérificationnisme sur son traitement continu et cohérent des « propositions » du type « Il y a trois 7 consécutifs dans 
le développement décimal de Pi » (nommons le ci-après « PIC »). [ 4] Le PIC (et sa négation putative, PIC, à 
savoir : «Il n’y a pas trois 7 consécutifs dans le développement décimal de Pi ») n’est pas du tout une « déclaration » 
mathématique significative. Selon ce point de vue de Wittgenstein, le PIC — n'est pas une proposition 
mathématique parce que nous n'avons pas en main une procédure de décision applicable par laquelle nous pouvons 
la décider dans un calcul particulier. Pour cette raison, nous ne pouvons énoncer de manière significative que des 
propositions finitistes concernant l'expansion de Pi, comme « Il existe trois 7 consécutifs dans les 10 000 premières 
places de l'expansion de Pi ». 


Par exemple, à quelqu'un qui dit que puisque « la règle d'expansion!" détermine [s] la série complètement », «elle 
doit implicitement déterminer toutes les questions sur la structure de la série », répond Wittgenstein : « Vous pensez 
ici à des séries finies », RFM V, 11 ; PR I, 168. Si le PIC était une question (ou un problème) mathématique — s’il 
était restreint d’un point de vue finistique — il serait décidable algorithmiquement, ce qui n’est pas le cas, RFM V, 21. 


% NB. : Il faut noter que l’exemple ci-après « PIC » de John Searle — 1/ apparaît pour la première fois dans un article de 
1985 intitulé "W/ittgenstein and the Limits of Language" par le philosophe américain Jobn Searle. Searle affirme que la citation est tirée 
d'une conversation qu'il a eue avec Wittgenstein en 1948, maïs il ne fournit aucune preuve à l'appui de cette affirmation. 


100 NB. : Il faut noter que une règle d'expansion math est une règle qui permet de transformer une expression 
mathématique en une expression mathématique plus complexe. Il existe différents types de règles d'expansion math, 
mais les plus courantes sont les suivantes : 

Les règles de multiplication et de division : Ces règles permettent de multiplier ou de diviser des expressions 
algébriques. 

Les règles de factorisation : Ces règles permettent de factoriser des expressions algébriques. 

Les règles de simplification : Ces règles permettent de simplifier des expressions algébriques. 

Les règles d'expansion math peuvent être combinées pour créer des expressions mathématiques très complexes. Par exemple, dans 
l'expression mathématique (a+b) 2 =a2 +2ab+b 2, les règles d'expansion math suivantes ont été appliquées : 

La règle du binôme au carré a été appliquée pour développer l'expression (a+b) 2 

La règle de multiplication a été appliquée pour multiplier les termes a, 2ab, et b2 


Comme le dit Wittgenstein dans RFM V, 49 ; WVC 102-03 : « une connexion se fait alors, qui n'existait pas 
auparavant » ; « La question... change de statut, lorsqu'elle devient décidable ». 


34. CALCUL ET DÉCIDABILITÉ DANS LES RFM, I-V 


- 4.461 — Ta preuve par l'induction mathématique , Wittgenstein, La preuve 
Axiomatique, preuve par l’induction,, chez Le wittgenstein moyen xx, La 
proposition montre ce qu’elle dit, la tautologie et la contradiction montrent 
qu’elles ne disent rien. La tautologie n’a pas de conditions de vérité, car elle est 
inconditionnellement vraie; et la contradiction n’est vraie sous aucune 
condition. La tautologie et la contradiction sont vides de sens! (Comme le 
point, duquel partent deux flèches en directions opposées.) (Je ne sais rien du 
temps qu’il fait par exemple, lorsque je sais : ou il pleut ou il ne pleut pas.) 
109-111 — On pourrait dire que l’arithmétique est une sorte de géométrie ; 
c'est-à-dire qu'en géométrie ce sont des constructions sur papier, en 
arithmétique ce sont des calculs (sur papier). — On pourrait dire que c'est une 
sorte de géométrie plus générale. ( PR (109 ; PR (111) 


La question du preuve par calcul chez Wittoenstein coupe celle de la décision car L. Wittgenstein dit que « vrai en 
calcul C»'°! est identique à « prouvable en calcul C » et, par conséquent, qu'une proposition mathématique de calcul 
C est une concaténation de signes qui sont soit prouvables (en principe), soit réfutables (en principe) en calcul C 
Selon cette hypothèse, le RFM de Wittgenstein considère discutable les propositions mathématiques indécidables, 
mais il admet que certaines expressions indécises sont des propositions d'un calcul parce qu'elles sont décidables en 
principe (c'est-à-dire en l'absence d'une procédure de décision connue et applicable). 


Une expression n'est une proposition mathématique significative que dans le cadre d'un calcul donné si on essaye de 
comprendre la citation du RFM sur le calcul € et si nous avons sciemment en main une procédure de décision 
applicable et efficace au moyen de laquelle nous pouvons la décider. Par exemple, bien que Wittgenstein hésite entre 
«prouvable en PM » et « prouvé en PM » dans REM App. IL, 6, 8 et PR, 6.1262 "© ), il le fait afin d'utiliser le 
premier pour considérer la preuve de Güdel ( c'est-à-dire qu'il existe des propositions mathématiques vraies mais 
non démontrables), qu’il est possible de discuter l’analyse du « vrai en calcul » C "avec " prouvé en calcul C 
"(c'est-à-dire pas avec " prouvable en calcul C. 


L. Wittgenstein discute ici donc de l'opinion reçue selon laquelle une proposition prouvable mais non prouvée est 
vraie, comme il le fait lorsqu'il affirme qu'une preuve « établit de nouvelles connexions » RFM IIL, 31, 1939. elle 
n'établit pas qu'ils sont là » parce qu'« ils n'existent que lorsqu'il les fait », et quand il dit RFM VIE, 10, 1941 qu'« 
[une] nouvelle preuve donne à la proposition une place dans un nouveau système ». De plus, comme nous venons 
de le voir, Wittgenstein rejette le PIC comme non-proposition au motif qu’il n’est pas algorithmiquement décidable, 
tout en admettant des versions finitistes du PIC parce qu’elles sont algorithmiquement décidables. 


101 L.W, paragraphe V, 170 de la cinquième partie des Recherches philosophiques : ” La série des nombres pairs est vraie 
en calcul C. Mais qu'est-ce que cela signifie ? C'est simplement que nous avons convenu de l'appeler ainsi. Nous avons établi des règles 
qui nous permettent de générer cette série." 

L.W., Recherches philosophiques, À 6.1261 : "La vérité d'une proposition mathématique est déterminée par les règles du calcul 
mathématique. Une proposition est vraie si et seulement si elle est conforme aux règles du calcul." (Goodstein 1972 : 279, 282 ; 
Anderson 1958 : 487 ; Klenk 1976 : 13 ; Frascolla 1994 : 59). 


102 I] faut noter que PR, 6.1262, "La preuve mathématique est un processus de construction qui utilise les règles du calcul 
mathématique. - Ce qui est prouvable en PM est ce qui peut être construit en PM. Ce qui est pronvé en PM est ce qui a été construit en 
PM." 

- L. Wäirigenstein utilise le terme "PM" pour désigner le calcul des prédicats de premier ordre. I] ne précise pas de quel calcul il s'agit, car 
il considère que la preuve mathématique est indépendante du choix du calcul. (Wang 1991 : 253 ; Rodych 1999a : 177). 


Le Wittgenstein du RFM maintient la décidabilité algorithmique comme critère pour une proposition mathématique 
réside peut-être dans le fait que, dans REM V, 9, 1942! il dit de deux manières distinctes qu'une « question » 
mathématique peut devenir décidable et que lorsque cela se produit , une nouvelle connexion est « établie » qui 
n'existait pas auparavant. En effet, Wittgenstein nous met en garde contre les apparences en disant qu'« il semble 
qu'un motif de décision existe déjà », alors qu'en réalité «il reste à l'inventer ». Donc en principe est décidable en 
calcul C si c'est prouvable ou réfutable en principe . 


3.5. THÉORIE DES ENSEMBLES DANS LES RFM, I-V 


- 4.461 — Ta preuve par l’induction mathématique , Wittgenstein, La preuve 
Axiomatique, preuve par l’induction,, chez Le wittgenstein moyen xx, La 
proposition montre ce qu’elle dit, la tautologie et la contradiction montrent 
qu’elles ne disent rien. La tautologie n’a pas de conditions de vérité, car elle est 
inconditionnellement vraie; et la contradiction n’est vraie sous aucune 
condition. La tautologie et la contradiction sont vides de sens! (Comme le 
point, duquel partent deux flèches en directions opposées.) (Je ne sais rien du 
temps qu’il fait par exemple, lorsque je sais : ou il pleut ou il ne pleut pas.) 
109-111 — On pourrait dire que l’arithmétique est une sorte de géométrie ; 
c'est-à-dire qu'en géométrie ce sont des constructions sur papier, en 
arithmétique ce sont des calculs (sur papier). — On pourrait dire que c'est une 
sorte de géométrie plus générale. ( PR (109 ; PR (111) 


Il existe en mathématique pour le RFM d’une « variété de techniques de preuve » RFM III, 461%, et parler ici ne 
d'unité pas de fondement est discutable ; RFM VIT, 16 et RFM IV, 3. 


L. Wittgenstein a formulé ici un constructivisme finitiste délicat, soulignant qu’un calcul mathématique n’a pas 
besoin d'une application extra-mathématique, c-a-d ici tout est syntaxe. WVC 105. 


Il convient de souligner pour ainsi dire que le Wittgenstein de RFM soutient toujours que les opérations au sein d'un 
calcul mathématique sont des opérations purement formelles et syntaxiques régies par des règles de syntaxe 
(c'est-à-dire le noyau solide du formalisme). 


Il est bien entendu clair que le mathématicien, dans la mesure où il « joue réellement à un jeu »... [agit] 
conformément à certaines règles. RFM V, 1.15 Et dire que les mathématiques sont un jeu, c'est vouloir dire : pour 
prouver, on n'a jamais besoin de faire appel au sens ( Bedeutung ) des signes, c'est-à-dire à leur application 
extra-mathématique. RFM V, 4. 


Wittgenstein parle dans le post-Tractatus et ici de « l'arithmétique [comme] une sorte de géométrie » dans PR 111, 
le RFM de Wittgenstein parle de la même manière de « la géométrie des preuves » RFM I, App. IIE, 14, la « force 
géométrique » des preuves, RFM III, (43 ; et une « application géométrique » selon laquelle la « transformation des 
signes » selon des « règles de transformation » RFM VI, 2, 1941, montre que « lorsque les mathématiques sont 
dépouillées de tout contenu, il resterait que certains signes peuvent être construits à partir d’autres selon certaines 
règles » RFM III, 38. 


108 LW, Remarques sur les fondements des mathématiques, V, 9 : [7 semble comme si un motif de décision étaient déjà là ; 
et il a encore à être inventé." 


14 LW,REM II, 46 : " Je suis enclin à dire que les mathématiques sont un mélange coloré de techniques de preuve [ein buntes 
Gemisch von Beweïstechniken] - et que c'est sur cela que repose leur applicabilité multiple et leur importance." 


MS L.W.,, REM V, 1.: "A mathematical proof is a teaching device. If does not demonstrate a necessary truth." 


La géométrie des preuves de Wittgenstein est une conception de la nature des preuves mathématiques qui a été 
développée dans ses écrits tardifs, notamment dans les Remarks on the Foundations of Mathematics (1956). 


Selon Wittgenstein, les preuves mathématiques ne sont pas des démonstrations de vérités nécessaires. Ce sont plutôt 
des dispositifs qui nous permettent de comprendre et d'utiliser les concepts mathématiques. 


Wittgenstein compare les preuves mathématiques à des outils ou des machines. Files nous permettent de faire des 
calculs, de résoudre des problèmes et de construire des nouvelles connaissances mathématiques. 


Par conséquent, la question de savoir si une concaténation de signes est une proposition d'un calcul mathématique 
donné (c'est-à-dire un calcul avec une application extra-mathématique) reste une question syntaxique interne, à 
laquelle nous pouvons répondre avec la connaissance des preuves et des procédures de décision de le calcul. 
Peut-être est-il la raison pour laquelle Wittgenstein n’approuve pas la démonstration de Godel ? 


3.5. GODEL DANS LES REM, I-V 


- 4.461 — Ta preuve par l’induction mathématique , Wittgenstein, La preuve 
Axiomatique, preuve par l’induction,, chez Le wittgenstein moyen xx, La 
proposition montre ce qu’elle dit, la tautologie et la contradiction montrent 
qu’elles ne disent rien. La tautologie n’a pas de conditions de vérité, car elle est 
inconditionnellement vraie; et la contradiction n’est vraie sous aucune 
condition. La tautologie et la contradiction sont vides de sens! (Comme le 
point, duquel partent deux flèches en directions opposées.) (Je ne sais rien du 
temps qu’il fait par exemple, lorsque je sais : ou il pleut ou il ne pleut pas.) 
109-111 — On pourrait dire que l’arithmétique est une sorte de géométrie ; 
c'est-à-dire qu'en géométrie ce sont des constructions sur papier, en 
arithmétique ce sont des calculs (sur papier). — On pourrait dire que c'est une 
sorte de géométrie plus générale. ( PR (109 ; PR (111) 
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-  WVC - Waismann, Friedrich, 1979, Wittgenstein and the Vienna Circle, Oxford: Basil Blackwell; edited by 
BF. McGuinness; translated by Joachim Schulte and B.F McGuinness. 

- PR -1975, Philosophical Remarks, Oxford: Basil Blackwell, Rush Rhees, (ed.); translated by Raymond 
Hargreaves and Roger White. 


L'ARITHMETIQUE DE PEANO 


Le logicisme de Wittgenstein se remarque Sur son argument sur la decidabilité mathematique 

Proposition mathematique nulle car reductible à l’arothmetique de Peano qui est reductible aux axiomes de Peano 
qui redctible à la completude de Godel à savoir aux aximes de logique de premier etsecond ordre voir (lee 
sciencedall) tractatus, equation math sont des subdo proposition, pas de bild theorie, (tout le tractatus) la valeur de 
vetité de proposition mathematique depend du système formekle P2-8 (TRACTATUS) à la question de Hilbert 
witytegsnteindonne une response positiff. Le diagonal de Cantor (sicnecedil) supposons s, condition vr P9, Ecrivons 
une fugue, est correct si glaine ecrit une fugue p9, argument addition, fait semantique, 

sa « principale contribution a été dans la philosophie des mathématiques » (Monk 1990 : 466) 

Ainsi, du Tractatusjusqu'en 1944 au moins, Wittgenstein soutient que les « propositions mathématiques » ne sont 


pas des propositions réelles et que la « vérité mathématique » est essentiellement non référentielle et de nature 
purement syntaxique. Du point de vue de Wittgenstein, nous inventons des calculs mathématiques et nous étendons 
les mathématiques par le calcul et la preuve, et bien que nous apprenions d'une preuve qu'un théorème peut être 
dérivé d'axiomes au moyen de certaines règles d'une manière particulière, il n'est pas vrai que cette preuve -path 
préexiste à notre construction de celui-ci. P1, 

Comme nous le verrons, la Philosophie des mathématiques de Wittgenstein débute de manière rudimentaire dans le 
Tractatus , se développe dans un constructivisme finitiste dans la période médiane ( Remarques philosophiques 
(1929-1930) et Grammaire philosophique (1931-1933), respectivement ; ci-après PR et PG, respectivement), et est 
développé dans des directions nouvelles et anciennes dans les manuscrits utilisés pour P1,* 


L’'ARITHMETIQUE DE PEANO 
La conception non référentielle et formaliste de Wittgenstein des propositions et des termes mathématiques 


L] 
commence dans le Tractatus. À En effet, dans la mesure où il esquisse une Philosophie rudimentaire des 


Mathématiques dans le Tractatus , il le fait en opposant les mathématiques et les équations mathématiques aux 
propositions authentiques (contingentes), au sens, à la pensée, aux signes propositionnels et à leurs noms 
constitutifs, et à la vérité par correspondance. P2 


Dans le Tractatus , Wittgenstein affirme qu'une proposition authentique, qui repose sur des conventions, est utilisée 
pat nous pour affirmer qu'un état de choses (c'est-à-dire un fait élémentaire ou atomique ; « Sachverhalt ») ou un fait 
(c'est-à-dire des états de choses multiples ; "Tatsache ") s'obtient(s) dans le seul et unique monde réel. Une 
proposition élémentaire est isomorphe à l'état de choses possible qu'elle sert à représenter : elle doit contenir autant 
de noms qu'il y a d'objets dans l'état de choses possible. Une proposition élémentaire est vraie ssi son état de choses 
possible (c'est-à-dire son « sens » ; « Sinn ») s'obtient. Wittgenstein énonce clairement cette théorie des 
correspondances de la vérité en (4.25) : P2 vrai si etat de chose et proposition mathematique de pseudo proposition 
P2 


mesure que l'on parle, écrit ou pense la proposition (3.11 ). Wittgenstein relie l'usage , le sens , la correspondance et 
la vérité en disant qu'« une proposition est vraie si nous utilisonscela pour dire que les choses se tiennent d'une 
certaine manière, et elles le font » (4.062 ; italiques ajoutés). P3 

Exprimées avec audace et crûment, les tautologies, les contradictions et les propositions mathématiques (c'est-àdire 
les équations mathématiques) ne sont ni vraies ni fausses - nous disons qu'elles sont vraies ou fausses, mais ce 
faisant, nous utilisons les mots « vrai » et « faux » dans des termes très différents. sens du sens dans lequel une 
proposition contingente est vraie ou fausse. Contrairement aux propositions authentiques, les tautologies et les 
contradictions "n'ont pas de 'sujet" (6.124), "n'ont pas de sens" et "ne disent rien" sur le monde (4.461), et, de 
manière analogue, les équations mathématiques sont des "pseudo-propositions" ( 6.2) qui, lorsqu'il est ‘vraï' (correct; 
ichtig "(6.2321)), « marquent simplement … [l] équivalence de sens [de ‘deux expressions'] » (6.2323). Etant donné 
que « [ll'autologie et la contradiction sont les cas limites — voire la désintégration — de la combinaison de signes » 
(4.466 ; italiques ajoutés), où P3 (Arithmrtiu=que de Peanao à prenseter ici, voir science4qll) P3 


En d'autres termes, les tautologies et les contradictions n'ont pas de sens, ce qui signifie que nous ne pouvons pas 
les utiliser pour faire des affirmations, ce qui signifie, à son tour, qu'elles ne peuvent être ni vraies ni fausses. De 
manière analogue, les pseudo-propositions mathématiques sont des équations qui indiquent ou montrent que deux 
expressions ont un sens équivalent et sont donc intersubstituables. En effet, on arrive à des équations 
mathématiques par « la méthode de substitution » : 


à partir d'un certain nombre d'équations, on passe à de nouvelles équations en substituant différentes expressions en 
fonction des équations. (6.24) P3 

Nous prouvons que des « propositions » mathématiques sont « vraies » («correctes ») en « voyant » que deux 
expressions ont le même sens, qui « doit être manifeste dans les deux expressions elles-mêmes » (6.23), et en 
substituant une expression à une autre par la même signification. Tout comme "on peut reconnaître que l'les 
propositions logiques'] sont vraies à partir du seul symbole" (6.113), "la possibilité de prouver" les propositions 
mathématiques signifie que nous pouvons percevoir leur exactitude sans avoir à comparer "ce qu'elles expriment” 
avec des faits (6.2321 ; cf. RFM App. IL, 84). P3 


La démarcation entre les propositions contingentes, qui peuvent être utilisées pour représenter correctement ou 
incorrectement des parties du monde, et les propositions mathématiques, qui peuvent être décidées de manière 
purement formelle et syntaxique, est maintenue par Wittgenstein jusqu'à sa mort en 1951 ( Zettel &701 , 1947 ; P3 
La démarcation entre les propositions contingentes, qui peuvent être utilisées pour représenter correctement ou 


incorrectement des parties du monde, et les propositions mathématiques, qui peuvent être décidées de manière 
purement formelle et syntaxique, est maintenue par Wittgenstein jusqu'à sa mort en 1951 ( Zettel &701 , 1947 ; 
PIIL, édition 2001, pp. 192-193e, 1949). Etant donné les conventions linguistiques et symboliques, la valeur de vérité 
d'une proposition contingente est entièrement fonction de ce qu'est le monde, alors que la « valeur de vérité » d'une 
proposition mathématique est entièrement fonction de ses symboles constitutifs et du système formel dont elle est 
constituée. VOIR LA SUITE C’EST VRAI AUSSI P3, EQUATION VOIR LE LIVRE DE ALGEBRE P3 P4 


L’'ARITHEMETIQUE DE PEANO 


Dans le même ordre d'idées, Wittgenstein dit que (WVC 106) "les mathématiques sont toujours une machine, un 
calcul" et "[un] calcul est un boulier, une calculatrice, une machine à calculer", qui "fonctionne au moyen de traits, de 
chiffres, etc". Le "côté justifié du formalisme", selon Wittgenstein ( WVC 105), est que les symboles mathématiques 


"n'ont pas de sens" (c'est-à-dire Bedeutung ) - ils ne "représentent" pas les choses qui sont "leurs significations". 


On pourrait dire que l'arithmétique est une sorte de géométrie ; c'est-à-dire qu'en géométrie ce sont des 
constructions sut papier, en arithmétique ce sont des calculs (sur papier). — On pourrait dire que c'est une 
géométrie plus générale. (RP 8109 ; RP 8111) 


C'est le cœur du formalisme de toute une vie de Wittgenstein. Lorsque nous prouvons un théorème ou décidons 
une proposition, nous opérons de manière purement formelle et syntaxique. En faisant des mathématiques, nous ne 
découvrons pas des vérités préexistantes qui étaient « déjà là sans qu'on le sache » (PG 481) - nous inventons les 
mathématiques, petit à petit. « Si vous voulez savoir ce que2 + 2 —<signifie », dit Wittgenstein, « qu'il faut se 
demander comment on s'y prend », parce que « nous considérons le processus de calcul comme l'essentiel » ( PG 
333). Par conséquent, la seule signification (c'est-à-dire le sens) qu'une proposition mathématique a est la 
signification intra-systémique , qui est entièrement déterminée par ses relations syntaxiques avec d'autres 
propositions du calcul. P7, P7 


LA THEORIE DES ENSEMBLES 
LE DIAGONAL DE CANTOR (SCIENCEAALL) 


cette maison" ; la série infinie de nombres naturels n'est rien d'autre que "la possibilité infinie d'une série finie de 
nombres" -"[ill est insensé de parler de toute la série infinie de nombres, comme si elle aussi était une extension" ( 
PR 8144 ). L'infini est bien compris lorsqu'il est compris, non comme une quantité, mais comme une "possibilité 
infinie” (PR 8138). 


Compte tenu du rejet par Wittgenstein des extensions mathématiques infinies, il adopte des vues fininistes et 
constructives sur la quantification mathématique, la décidabilité mathématique, la nature des nombres réels et la 
preuve diagonale de Cantor de l'existence d'ensembles infinis de cardinalités supérieures. 


Compte tenu du rejet par Wittgenstein des extensions mathématiques infinies, il adopte des vues fininistes et 
constructives sur la quantification mathématique, la décidabilité mathématique, la nature des nombres réels et la 
preuve diagonale de Cantor de l'existence d'ensembles infinis de cardinalités supérieures. 


Puisqu'un ensemble mathématique est une extension finie, nous ne pouvons pas quantifier de manière significative 
sut un domaine mathématique infini, simplement parce qu'il n'y a rien de tel qu'un domaine mathématique infini 
(c'est-à-dire, totalité, ensemble), et, par voie dérivée, rien de tel que des conjonctions infinies ou disjonctions (GE 
Moore 1955 : 2-3 ; cf. AWL 6 ; et PG 281). 


[It semble toujours maintenant que les quantificateurs n'ont aucun sens pour les nombres. Je veux dire : tu ne peux 
pas dire "(n ) d,précisément parce que ‘tous les nombres naturels’ n'est pas un concept limité. Mais alors il ne faut 
pas non plus dire qu'une proposition générale découle d'une proposition sur la nature du nombre. 


Mais dans ce cas, il me semble que nous ne pouvons pas du tout utiliser la généralité — tout, etc. — en 
mathématiques. "Tous les nombres" n'existent pas, simplement parce qu'il y en a une infinité. (RP 8126 ; RP 8129), 
P9, P9 


Puisqu'un ensemble mathématique est une extension finie, nous ne pouvons pas quantifier de manière significative 
sut un domaine mathématique infini, simplement parce qu'il n'y a rien de tel qu'un domaine mathématique infini 
(c'est-à-dire, totalité, ensemble), et, par voie dérivée, rien de tel que des conjonctions infinies ou disjonctions (GE 
Moore 1955 : 2-3 ; cf. AWL 6 ; et PG 281). 


[It semble toujours maintenant que les quantificateurs n'ont aucun sens pour les nombres. Je veux dire : tu ne peux 
pas dire "(n ) d,précisément parce que ‘tous les nombres naturels’ n'est pas un concept limité. Mais alors il ne faut 
pas non plus dire qu'une proposition générale découle d'une proposition sur la nature du nombre. 


Mais dans ce cas, il me semble que nous ne pouvons pas du tout utiliser la généralité — tout, etc. — en 
mathématiques. "Tous les nombres" n'existent pas, simplement parce qu'il y en a une infinité. (RP 8126 ; RP 8129) 


Les « vulgarisateurs » qui affirment que «e (0 ). e ( 1 ) etaih4 dle suite » est un produit logique infini (PG 452) 
supposons ou affirment que les conjonctions finies et infinies sont des cousins proches - que le fait que nous ne 
pouvons pas écrire ou énumérer tous les conjoints « contenus » dans une conjonction infinie n'est qu'un « faiblesse 
humaine », car Dieu pourrait sûrement le faire et Dieu pourrait sûrement examiner une telle conjonction d'un seul 
coup d'œil et déterminer sa valeur de vérité. Selon Wittgenstein, cependant, ce n'est pas une question delimitation. 
Parce que nous pensons à tort qu'une conjonction infinie" est similaire à "une conjonction énorme", nous 
raisonnons à tort que tout comme nous ne pouvons pas déterminer la valeur de vérité d'une conjonction énorme 
parce que nous n'avons pas assez de temps, nous ne pouvons pas non plus, en raison aux limitations humaines, 
déterminer la valeur de vérité d'une conjonction (ou disjonction) infinie. Mais la différence ici n'est pas de degré 
mais de nature : « dans le sens où il est impossible de vérifier un nombre infini de propositions il est aussi 
impossible d'essayer de le faire » ( PG452). Cela s'applique, selon Wittgenstein, aux êtres humains, mais plus 
important encore, cela s'applique également à Dieu (c'est-à-dire à un être omniscient), caf même Dieu ne peut pas 
écrire ou examiner une infinité de propositions car pour lui aussi la série est sans fin ou illimitée et donc la « tâche » 
n'est pas une véritable tâche car elle ne peut pas, en principe , être effectuée (c'est-à-dire, « infiniment nombreux » 
n'est pas un mot numérique). Comme le dit Wittgenstein dans ( PR 128 ; cf. PG 479) : « Dieu peut-il connaître tous 
les lieux d'expansion de P?" aurait été une bonne question à poser pour les scolastiques », car la question est 
strictement « dénuée de sens ». Comme nous le verrons bientôt, d'après Wittgenstein, « [un] énoncé sur tous les 
nombres n'est pas représenté au moyen d'une proposition, mais au moyen d'une induction » (WVC 82). 


De même, il n'y a rien de tel qu'une proposition mathématique à propos d'un certain nombre - rien de tel qu'une 
proposition mathématique qui quantifie existentiellement sur un domaine infini ( PR 8173). 


Quel est le sens d'une proposition mathématique telle que "(n ) 4 + n'?-C'ést peut-être une disjonction...( 4 + 0 — 7 
(0 + 1 — 7 ptw_ Mais qu'est ce que ça veut dire? Je peux comprendre une proposition avec un début et une fin. 
Mais peut-on aussi comprendre une proposition sans fin ? ( PR 8127) P10, P10 VOIR LA SUITE IL PARLE DE 
LA MEME CHOSE DANS P9, P10, P11 


Nous sommes particulièrement séduits par le sentiment ou la croyance qu'une disjonction mathématique infinie 
a du bon sens dans le cas où nous pouvons fournir une règle récursive pour générer chaque membre suivant 


d'une séquence infinie. Par exemple, quand nous disons "Il existe un nombre parfait impair", nous affirmons 
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04/08/2023, 02:43 Philosophie des mathématiques de Wittgenstein (Stanford Encyclopedia of Philosophy) 
que, dans la suite infinie de nombres impairs, il y a (au moins) un nombre impair parfait - nous affirmons 


"D(1) V (3) V de äidside suite’ et nous savons ce qui le rendrait vrai et ce qui le rendrait faux (PG 451). L'erreur 
commise ici, selon Wittgenstein ( PG 451), est que nous sommes implicitement en train de « comparer la 
proposition »( 2 n.).' avec la proposition. ‘Il y a deux mots étrangers sur cette page’ », qui ne fournit pas la 
grammaire de l'ancienne ‘proposition, mais indique seulement une analogie dans leurs règles respectives. P11 
Dans le finitisme intermédiaire de Wittgenstein, une expression quantifiant sur un domaine infini n'est jamais une 
proposition significative, pas même quand on a prouvé, par exemple, qu'un nombre particuliern possède une 
propriété particulière. 


Le point important est que, même dans le cas où l'on me donne 3? + 4? — 5}, je ne devrais pas dire'(1X,y,2,n)(X + 
y" + mfjque pris extensionnellement cela n'a pas de sens, et pris intentionnellement cela n'en fournit pas la preuve. 
Non, dans ce cas je ne dois exprimer que la première équation. ( PR 8150) 


Ainsi, Wittgenstein adopte la position radicale selon laquelle toutes les expressions qui quantifient sur un domaine 
infini, qu'il s'agisse de « conjectures » (par exemple, la conjecture de Goldbach, la conjecture des nombres premiers 
jumeaux) ou de « théorèmes généraux prouvés » (par exemple, le « théorème des nombres premiers d'Euclide », la 
conjecture fondamentale théorème d'algèbre), sont des expressions dénuées de sens (c'est-à-dire « insensées » ; « 
sinnlos ») par opposition à des « véritables propositions mathématiques » ( PR 8168). Ces expressions ne sont pas 
des propositions mathématiques (significatives), selon Wittgenstein, car la loi du tiers exclu ne s'applique pas, ce qui 
signifie que « nous n'avons pas affaire à des propositions mathématiques » (PR 8151 ). La question cruciale 
poutquoiet dans quel sens exactement la Loi du Milieu Exclu ne s'applique pas à de telles expressions sera répondu 
dans la section suivante. 


LE FINI 
G. FORMALISATION DE LA THESE FINITISTE PAR WITTGENSTEIN, P9, P9 


Puisque nous inventons les mathématiques dans leur intégralité , nous ne découvrons pas d'objets ou de faits 
mathématiques préexistants ou que les objets mathématiques ont certaines propriétés, car "on ne peut découvrir 
aucun lien entre des parties des mathématiques ou de la logique qui étaient déjà là sans qu'on le sache" ( PG 481). 
En examinant les mathématiques comme une invention purement humaine, Wittgenstein essaie de déterminer 
exactement ce que nous avons inventé et pourquoi exactement, à son avis, nous pensons à tort qu'il existe des 
extensions mathématiques infinies. 


Si, d'abord, nous examinons ce que nous avons inventé, nous voyons que nous avons inventé des calculs formels 
constitués d'extensions finies et de règles intensionnelles. Si, plus important encore, nous nous efforçons de 
déterminer pourquoi nous croyons que des extensions mathématiques infinies existent (par exemple, pourquoi nous 
croyons que l'infini réel est intrinsèque aux mathématiques), nous constatons que nous confondons les intentions 
mathématiques et les extensions mathématiques , pensant à tort qu'il y a" un dualisme » de « la loi et les séries 
infinies qui lui obéissent » ( PR 8180). Par exemple, nous pensons que parce qu'un nombre réel « cède indéfiniment 
les places d'une fraction décimale » ( PR 8186), il est « une totalité » ( WVC81-82, note 1), alors qu'en réalité, "[u]n 
nombre irrationnel n'est pas l'extension d'une fraction décimale infinie, .… c'est une loi” ( PR 8181) qui "donne des 
extensions ”” (PR 8186 }. Une loi et une liste sont fondamentalement différentes ; aucun des deux ne peut "donner" 
ce que l'autre donne ( WVC 102-103). En effet, "l'erreur dans l'approche de la théorie des ensembles consiste à 
traiter à maintes reprises les lois et les énumérations (listes) comme essentiellement le même genre de choses" (PG 
461). P9, P9 VOIR LA SUITE IL PARLE DE LA MEME CHOSE DANS P9, P10, P11 

L'INFINI 


2. Rejet de la quantification illimitée en mathématiques : étant donné que l'infini mathématique ne peut 
être, P8, P8 


3. Décidabilité algorithmique contre indécidabilité : si les extensions mathématiques de toutes sortes sont 
nécessairement finies , alors, en principe , toutes les propositions mathématiques sont décidables 
algorithmiquement , d'où il s'ensuit qu'une « proposition mathématique indécidable » est une 
contradiction dans les termes. De plus, puisque les mathématiques sont essentiellement ce que nous 
avons et ce que nous savons, Wittgenstein restreint la décidabilité algorithmique à savoir comment décider 
une proposition avec une procédure de décision connue. 


4, Récit anti-fondationaliste des nombres réels : Puisqu'il n'y a pas d'extensions mathématiques infinies, les nombres 
irrationnels sont des règles, pas des extensions. Étant donné qu'un ensemble infini est une règle récursive (ou une 
induction) et qu'aucune règle de ce type ne peut générer toutes les choses que les mathématiciens appellent (ou 
veulent appeler) "nombres réels", il s'ensuit qu'il n'y a pas d'ensemble de "tous" les nombres réels. nombres et rien 
de tel que le continuum mathématique. 


5. Rejet de différentes cardinalités infinies : étant donné la non-existence d'extensions mathématiques infinies, 
Wittgenstein rejette l'interprétation standard de la preuve diagonale de Cantor comme une preuve d'ensembles 
infinis de cardinalités plus grandes et plus petites. (INIFINI MATHEMATIQUE ET UNE REGLE COMME LE 
NOMBRE TRANSFINIS, L'HOTEL DE HILBERT) 

L'INFINI ET DECIDABILITE ALGORITHMIQUE 


(2.3 Finitisme intermédiaire de Wittgenstein et décidabilité algorithmique) P11 


Le Wittgenstein moyen à d'autres raisons de rejeter la quantification sans restriction en mathématiques, car selon son 


explication idiosyncratique, nous devons distinguer quatre catégories d'enchaînements de symboles mathématiques. 


1. Propositions mathématiques prouvées dans un calcul mathématique particulier (pas besoin de « vérité 
mathématique »). 


2. Propositions mathématiques réfutées dans (ou de) un calcul mathématique particulier (pas besoin de « fausseté 
mathématique »). 


3. Propositions mathématiques pour lesquelles nous savons que nous avons en main une procédure de décision 
applicable et efficace (c'est-à-dire que nous savons comment les décider). 


4. Enchaînements de symboles qui ne font partie d'aucun calcul mathématique et qui, pour cette raison, ne sont pas 
des propositions mathématiques (c'est-à-dire des non-propositions). 


Dans son 2004 (p. 18), Mark van Atten dit que .… [intuitionnistement, il y a quatre [« possibilités pour une 
proposition par rapport à la vérité »] : 


1. pa été vécu comme vrai 
2. pa été vécu comme faux 


3. Ni 1 ni 2 ne se sont encore produits, mais nous connaissons une procédure pour déciderp (c'est-à-dire une 
procédure qui prouverapou prouver p ) 


4, Ni 1 ni2 ne se sont encore produits, et nous ne connaissons pas de procédure pour décider p. 


Ce qui frappe immédiatement entre les ##1-3 de Wittgenstein et les ##1-3 de Brouwer (Brouwer 1955 : 114, P11, 
P11 


1981 : 92), c’est l'énorme similitude. Et pourtant, pour l'ensemble de l'accord, le désaccord en #4 est absolument 
crucial. 


Aussi radicaux que soient les #3 respectifs, Brouwer et Wittgenstein conviennent qu'un indécispest une proposition 
mathématique (pour Wittgenstein, d'un calcul mathématique particulier) si nous connaissons une procédure de 
décision applicable. Ils conviennent également que jusqu'à Dest décidé, il n'est ni vrai ni faux (bien que, pour 
Wittgenstein, « vrai » ne signifie rien de plus que « prouvé en calculC”). Ce sur quoi ils ne sont pas d'accord, c'est le 
statut d'une conjecture mathématique ordinaire, telle que la conjecture de Goldbach. Brouwer l'admet comme une 
proposition mathématique, tandis que Wittgenstein la rejette parce que nous ne savons pas comment la décider 
algorithmiquement. Comme Brouwer (1948 [1983 : 901), Wittgenstein soutient qu'il n'y a pas de « vérité[s] 
inconnuels] » en mathématiques, mais contrairement à Brouwer, il nie l'existence de « propositions indécidables » au 
motif qu'une telle « proposition » aurait pas de « sens », « et la conséquence en est précisément que les propositions 
de la logique perdent leur validité pour elle » (PR 8173). En particulier, s'il y a des propositions mathématiques 
indécidables (comme le soutient Brouwer), 

alors au moins certaines propositions mathématiques ne sont des propositions d'aucun existant. calcul 
mathématique. Pour Wittgenstein, cependant, c'est une caractéristique déterminante d'une proposition 
mathématique qu'elle soit décidée ou décidable par une procédure de décision connue dans un calcul mathématique . 
Comme le dit Wittgenstein au (PR 8151), 


là où la loi du tiers exclu ne s'applique pas, aucune autre loi de la logique ne s'applique non plus, car dans ce cas nous 
n'avons pas affaire à des propositions de mathématiques. (Contre Weyl et Brouwer). 


Le point ici n'est pas que nous ayons besoin de vérité et de fausseté en mathématiques - nous n'en avons pas mais 
plutôt que chaque proposition mathématique (y compris celles pour lesquelles une procédure de décision applicable 
est connue) est connue pou faire partie d'un calcul mathématique. 


Pour maintenir cette position, Wittgenstein fait la distinction entre les propositions mathématiques (significatives, 
authentiques), qui ont un sens mathématique, et les expressions dénuées de sens, insensées (‘ sinnlos ") en stipulant 
qu'une expression est une proposition significative (authentique) d'un calcul mathématique si nous savons d'une 
preuve, d'une réfutation ou d'une procédure de décision applicable ( PR 8151 ; PG 452 ; PG 366 ; AWL 199-200). « 
Ce n'est que là où il y a une méthode de solution [une "méthode logique pour trouver une solution" | qu'il y a un 
problème [mathématique] », nous dit-il ( PR 88149, 152 ; PG393). « Nous ne pouvons poser une question en 
mathématiques (ou faire une conjecture) », ajoute-t-il ( PR 


PG 452 ; PG 366 ; AWL 199-200). « Ce n'est que là où il y a une méthode de solution [une "méthode logique pour 
trouver une solution" ] qu'il y a un problème [mathématique] », nous dit-il (PR 88149, 152 ; PG393). « Nous ne 
pouvons poser une question en mathématiques (ou faire une conjecture) », ajoute-t-il ( PR 8151), « que si la réponse 
est : Je dois y arriver’ ». 


Dans ( PG 468), Wittgenstein souligne clairement et avec insistance l'importance de la décidabilité algorithmique : 


En mathématiques tout est algorithme et rien n'est sens [| Bedeutung ] ; même quand ça ne ressemble pas à ça parce 
que nous semblons utiliser des mots pour parler de choses mathématiques. Même ces mots sont utilisés pour 
construire un algorithme. 


Lorsque, par conséquent, Wittoenstein dit ( PG 368) que si "[la loi du tiers exclu] est supposée ne pas tenir, nous 
avons modifié le concept de proposition", il veut dire qu'une expression n'est une proposition mathématique 
significative que si nous savons d'une procédure de décision applicable pour en décider (PG 400). Si une 
proposition mathématique authentique est indécise , la loi du tiers exclu tient dans le sens où nous savons que nous 
prouverons ou réfuterons la proposition en appliquant une procédure de décision applicable ( PG 379, 387). 


Pour Wittgenstein, il n'y a tout simplement pas de distinction entre syntaxe et sémantique en mathématiques : 
tout est syntaxe. Si nous souhaitons faire la distinction entre les « propositions mathématiques » et les « pseudo- 


propositions mathématiques », comme nous le faisons, alots la seule façon de s'assurer qu'il n'existe pas de 
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LE TRANSFINI 


Etroitement lié à cette confusion d'intensions et d'extensions est le fait que nous agissons à tort comme si le mot « 
infini » était un « mot numérique », car dans le discours ordinaire, nous répondons à la question 


«combien ? » avec les deux (PG 463; cf. PR 8142). Mais « [ilnfini' n'est pas une quantité », insiste Wittgenstein ( 
WVC 228) ; le mot ‘infini et un mot numérique comme 'cinq' n'ont pas la même syntaxe. Les mots finite’ et 'infinite' 
ne fonctionnent pas comme des adjectifs sur les mots ‘class’ ou ‘set’, ( WVC 102), car les termes "finite class" et 
“infinite class" utilisent ‘class’ de manière complètement différente ( WVC228). Une classe infinie est une règle 
récursive ou « une induction », alors que le symbole d'une classe finie est une liste ou une extension (PG 461). C'est 
parce qu'une induction a beaucoup en commun avec la multiplicité d'une classe finie que nous l'appelons à tort une 
classe infinie ( PR 8158). 


En somme, parce qu'une extension mathématique est nécessairement une séquence finie de symboles, une extension 
mathématique infinie est une contradiction dans les termes. C'est le fondement du finitisme de Wittgenstein. Ainsi, 
quand nous disons, par exemple, qu'il y a une infinité de nombres pairs", nous ne disons pas "il y a une infinité de 
nombres pairs" dans le même sens que nous pouvons dire "il y a 27 personnes dans P9, P9 VOIR LA SUITE IL 
PARLE DE LA MEME CHOSE DANS P9, P10, P11 

LE TRANSFINI ET DECIDABILITE ALGORITHMIQUE 


PROBLEME DE NOMBRE TRANSFINI PEUT ON APPLIQUER L’ARITHMETIQUE DE PEANO? OÙ LA 
THEORIE DES ENSEMBLES DE CANOTR? Pour maintenir cette position, Wittgenstein fait la distinction entre 
les propositions mathématiques (significatives, authentiques), qui ont un sens mathématique, et les expressions 
dénuées de sens, insensées (‘ sinnlos ") en stipulant qu'une expression est une proposition significative (authentique) 
d'un calcul mathématique si nous savons d'une preuve, d'une réfutation ou d'une procédure de décision applicable ( 
PR 8151 ; PG 452 ; PG 366 ; AWL 199-200). « Ce n'est que là où il y a une méthode de solution [une "méthode 
logique pour trouver une solution" ] qu'il y a un problème [mathématique] », nous dit-il (PR 88149, 152 ; PG393). « 
Nous ne pouvons poser une question en mathématiques (ou faire une conjecture) », ajoute-t-il ( PR 8151), « que si la 
réponse est : Je dois y arriver” ». 


Dans ( PG 468), Wittgenstein souligne clairement et avec insistance l'importance de la décidabilité algorithmique : 
En mathématiques tout est algorithme et rien n'est sens [| Bedeutung ] ; même quand ça ne ressemble pas à ça parce 
que nous semblons utiliser des mots pour parler de choses mathématiques. Même ces mots sont utilisés pour 


construire un algorithme. 


Lorsque, par conséquent, Wittgenstein dit ( PG 368) que si "[la loi du tiers exclu] est supposée ne pas tenir, nous 
avons modifié le concept de proposition", il veut dire qu'une expression n'est une proposition mathématique 


significative que si nous savons d'une procédure de décision applicable pour en décider (PG 400). Si une 
proposition mathématique authentique est indécise , la loi du tiers exclu tient dans le sens où nous savons que nous 
prouverons ou réfuterons la proposition en appliquant une procédure de décision applicable ( PG 379, 387). 


Pour Wittgenstein, il n'y a tout simplement pas de distinction entre syntaxe et sémantique en mathématiques : 
tout est syntaxe. Si nous souhaitons faire la distinction entre les « propositions mathématiques » et les « pseudo- 
propositions mathématiques », comme nous le faisons, alofs la seule façon de s'assurer qu'il n'existe pas d, P12 


LE CALCUL MATHEMATIQUE - EN MATHEMATIQUE IL N’YA TOUT EST SYNTAXE 

J CALCUL MATHEMATIQUE 

CALCUL DEMONTRZR DANS L’ARITHEMTIQUE DE PEANO (QUE CA) ET EXPRESSION INFINI PAS 
DECIDABLE 

proposition significative, mais indécidable (par exemple, indépendante) d'une proposition donnée est de stipuler 


qu'une expression n'est une proposition significative dans un calcul donné ( PR 8153) que si elle a été décidée ou si 
nous connaissons une procédure de décision applicable. De cette manière, Wittgenstein définit à la fois un calcul 
mathématique et une proposition mathématique danstermes épistémiques . Un calcul est défini en termes de 
stipulations ( PR 8202; PG 369), de règles de fonctionnement connues et de procédures de décision connues , et une 
expression n'est qu'une proposition mathématique dans un calcul donné ( PR 8155), et seulement si ce calcul 
contient ( PG 379) une procédure de décision connue (et applicable), car « vous ne pouvez pas avoir un plan logique 
de recherche d'un sens que vous ne connaissez pas » (PR 8148). 


Ainsi, le Wittoenstein moyen rejette les propositions mathématiques indécidables pour deux raisons. Premièrement, 
les expressions de la théorie des nombres qui quantifient sur un domaine infini ne sont pas décidables 
algorithmiquement et ne sont donc pas des propositions mathématiques significatives. 


L'INFINI ET LA DECIDABILITE - L'INDECIDABILITE DE L'INFINI ET LA DECIDABILITE DE PROP 
MATH 


Ainsi, le Wittoenstein moyen rejette les propositions mathématiques indécidables pour deux raisons. Premièrement, 
les expressions de la théorie des nombres qui quantifient sur un domaine infini ne sont pas décidables 
algorithmiquement et ne sont donc pas des propositions mathématiques significatives. 


Si quelqu'un dit (comme le fait Brouwer) que pour( x )}Hx = EX y a, en plus du oui et du non, aussi le cas de 
l'indécidabilité, cela implique que (x ).. est signifié extensionnellement et nous pouvons parler du cas dans lequel 
tous Xarriver à avoir une propriété. En vérité, cependant, il est impossible de parler d'un tel cas etle'(x).." en 
arithmétique ne peut pas être pris extensionnellement. ( PR 8174) 


« L'indécidabilité », dit Wittgenstein ( PR 8174) « présuppose. que le pont ne peut pas être fait avec des symboles », 
alors qu'en fait, « [une] connexion entre symboles qui existe mais ne peut être représentée par des transformations 
symboliques est une pensée qui ne peut être pensé », car « [s]i la connexion est là... il doit être possible de la voir ». 
Faisant allusion à la décidabilité algorithmique, Wittgenstein souligne ( PR 8174) que « [nJous pouvons affirmer tout 
ce qui peut être vérifié en pratique », car «il s'agit de la possibilité de vérifier » (italiques ajoutés). 


La deuxième raison de Wittgenstein pour rejeter une proposition mathématique indécidable est qu'il s'agit d'une 
contradiction dans les termes . Il ne peut y avoir de « propositions indécidables », soutient Wittgenstein ( PR 8173), 
cat une expression qui n'est pas décidable dans un calcul réel n'est tout simplement pas une proposition 
mathématique , puisque « toute proposition en mathématiques doit appartenir à un calcul des mathématiques » ( PG 
376). 


Cette position radicale sur la décidabilité se traduit par diverses déclarations radicales et contre-intuitives sur la 
quantification mathématique sans restriction, l'induction mathématique et, en particulier, le sens d'une proposition 
mathématique nouvellement prouvée. En particulier, Wittgenstein affirme que les conjectures mathématiques non 
controversées, telles que la conjecture de Goldbach (ci-après « GC ») et l'ancienne conjecture « dernier théorème de 
Fermat » (ci-après « FLT »), n'ont aucun sens (ou, peut-être, aucun sens déterminé) et que la preuve non 
systématique d'une telle conjecture lui donne un sens qu'elle n'avait pas auparavant ( PG 374) car 


c'est inintelligible que j'admette, quand j'ai la preuve, que c'est une preuve précisément de cette proposition, ou de 
l'induction voulue par cette proposition. ( PR 8155) 


Ainsi, le [dernier théorème] de Fermat n'a aucun sens jusqu'à ce que je puisse rechercher une solution à l'équation en 
nombres cardinaux. Et « rechercher » doit toujours signifier : rechercher systématiquement. Sillonner dans l'espace 
infini à la recherche d'une bague en or n'est pas une recherche. (PR 8150) 


Je dis : le soi-disant « dernier théorème de Fermat » n'est pas une proposition. (Pas même au sens d'une proposition 
d'arithmétique.) Elle correspond plutôt à une induction. ( PR 8189) 


Pour voir comment le dernier théorème de Fermat n'est pas une proposition et comment il pourrait correspondre à 
une induction, nous devons examiner l'explication de Wittgenstein sur l'induction 
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LA CONJECTURE DE GOLBACK 


Cette position radicale sur la décidabilité se traduit par diverses déclarations radicales et contre-intuitives sur la 
quantification mathématique sans restriction, l'induction mathématique et, en particulier, le sens d'une proposition 
mathématique nouvellement prouvée. En particulier, Wittgenstein affirme que les conjectures mathématiques non 
controversées, telles que la conjecture de Goldbach (ci-après « GC ») et l'ancienne conjecture « dernier théorème de 
Fermat » (ci-après « FLT »), n'ont aucun sens (ou, peut-être, aucun sens déterminé) et que la preuve non 
systématique d'une telle conjecture lui donne un sens qu'elle n'avait pas auparavant ( PG 374) car 


c'est inintelligible que j'admette, quand j'ai la preuve, que c'est une preuve précisément de cette proposition, ou de 
l'induction voulue par cette proposition. ( PR 8155) 


Ainsi, le [dernier théorème] de Fermat n'a aucun sens jusqu'à ce que je puisse rechercher une solution à l'équation en 
nombres cardinaux. Et « rechercher » doit toujours signifier : rechercher systématiquement. Sillonner dans l'espace 
infini à la recherche d'une bague en of n'est pas une recherche. (PR 8150) 


Je dis : le soi-disant « dernier théorème de Fermat » n'est pas une proposition. (Pas même au sens d'une proposition 
d'arithmétique.) Elle correspond plutôt à une induction. ( PR 8189) 


LA THEORIE DES TYPES HOMOTOPIQUES 


THESE CONSTRUCTIVISTE DE WITTGENSTEIN AU SENS HOMOTOPIQUE DES TYPES 


Cette position radicale sur la décidabilité se traduit par diverses déclarations radicales et contre-intuitives sur la 
quantification mathématique sans restriction, l'induction mathématique et, en particulier, le sens d'une proposition 
mathématique nouvellement prouvée. En particulier, Wittgenstein affirme que les conjectures mathématiques non 
controversées, telles que la conjecture de Goldbach (ci-après « GC ») et l'ancienne conjecture « dernier théorème de 
Fermat » (ci-après « FLT »), n'ont aucun sens (ou, peut-être, aucun sens déterminé) et que la preuve non 
systématique d'une telle conjecture lui donne un sens qu'elle n'avait pas auparavant ( PG 374) car 


c'est inintelligible que j'admette, quand j'ai la preuve, que c'est une preuve précisément de cette proposition, ou de 
l'induction voulue par cette proposition. ( PR 8155) 


Ainsi, le [dernier théorème] de Fermat n'a aucun sens jusqu'à ce que je puisse rechercher une solution à l'équation en 
nombres cardinaux. Et « rechercher » doit toujours signifier : rechercher systématiquement. Sillonner dans l'espace 


infini à la recherche d'une bague en of n'est pas une recherche. (PR 8150) 


Je dis : le soi-disant « dernier théorème de Fermat » n'est pas une proposition. (Pas même au sens d'une proposition 
d'arithmétique.) Elle correspond plutôt à une induction. ( PR 8189) 


Pour voir comment le dernier théorème de Fermat n'est pas une proposition et comment il pourrait correspondre à 
une induction, nous devons examiner l'explication de Wittgenstein sur l'induction 


https://plato.stanford.edu/entries/wittgenstein-mathematics/ 


L’'INDUCTION ET DECIDABILITE 


2.4 Exposé intermédiaire de Wittgenstein sur l'induction mathématique et la décidabilité algorithmique 


Etant donné qu'on ne peut pas quantifier sur un domaine mathématique infini, la question se pose : que prouve, le 
cas échéant, une preuve de la théorie des nombres par induction mathématique ? 


Dans la vue standard, une preuve par induction mathématique a la forme paradigmatique suivante. 
Socle Inductif: (1) Étape inductive: Vn(h(n) — p{n +1)) Bilan : Vno(n) 


Si toutefois «Ÿ n ( n d'est pas une proposition mathématique significative (authentique), que devons-nous faire de 
cette preuve ? 

La réponse initiale de Wittgenstein à cette question est résolument énigmatique. « Une induction est l'expression de 
la généralité arithmétique », mais « l'induction n'est pas elle-même une proposition » ( PR 8129). 


Nous ne disons pas que lorsqueF( 1détient et quandF( c + Yécoule deF( c, ja proposition F(x ) est donc vrai de 
tous les nombres cardinaux : mais : «la proposition F(x èst valable pour tous les nombres cardinaux" signifie "il est 
valable pourxz — letF(c + défoule deF( ec?) ( PG 406) 


Dans une preuve par induction mathématique, nous ne prouvons pas réellement la ‘proposition’ [par exemple, V n 
® (hdi est habituellement interprétée comme la conclusion de la preuve ( PG 406, 374; PR 8164), plutôt cette 
pseudo-proposition ou ‘déclaration est ‘proxy’ pour la "possibilité infinie" (c'est-à-dire, l'induction") que on arrive à ‘ 
voir ‘au moyen de la preuve ( WVC 135). « J'ai envie de dire », conclut Wittgenstein, qu'« une fois que vous avez 
l'induction, c'est fini » ( PG 407). Ainsi, selon Wittgenstein, une preuve particulière par induction mathématique doit 
être comprise de la manière suivante. 


L’'HOMOTOPIE, LA PREUVE INDUCTIVE ET LA DECIDABILITE 
Socle Inductif : (1) Étape inductive : pin) — d(n +1) 
n Déclaration de procuration: D(m) 


Ici, la « conclusion » d'une preuve inductive [c'est-à-dire « ce qui doit être prouvé » ( PR 8164)] utilise «m' plutôt que 
‘n' pour indiquer que ‘m' représente un nombre particulier , tandis que “’n' représente n'importe quel nombre 
atbitraire . Pour Wittgenstein, la procuration «p (mw)n'est pas une proposition mathématique qui « affirme [s] sa 
généralité » ( PR 8168), c'est une pseudo-proposition éliminable représentant la base inductive et l'étape inductive 
prouvées. Bien qu'une preuve inductive ne puisse prouver « la possibilité infinie d'application » ( PR 8163), elle nous 
permet de « percevoir » qu'une preuve directe de toute proposition particulière peut être construite ( PR 8165). Par 
exemple, une fois que nous avons prouvé "® (l'ket"o(n) — D(n *+nbus n'avons pas besoin de répéter le réglage m 
— fois pour prouver la proposition particulière "D ( m»)( PR 8164). La preuve directe de, disons, «p(714) » 
(c'est-à-dire sans 713 itérations de modus ponens }) « ne peut pas avoir une preuve encore meilleure, disons, en 
procédant à la dérivation jusqu'à cette proposition elle-même » ( PR 8165). 


Une deuxième impulsion très importante pour la position radicalement constructiviste de Wittgenstein sur 
l'induction mathématique est son rejet d'une proposition mathématique indécidable . 


Dans les discussions sur la prouvabilité des propositions mathématiques, on dit parfois qu'il existe 
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Ici, la « conclusion » d'une preuve inductive [c'est-à-dire « ce qui doit être prouvé » ( PR 8164)] utilise «m' plutôt que 
‘n' pour indiquer que ‘m' représente un nombre particulier , tandis que “’n' représente n'importe quel nombre 
arbitraire . Pour Wittgenstein, la procuration «p (mw)n'est pas une proposition mathématique qui « affirme [s] sa 
généralité » ( PR 8168), c'est une pseudo-proposition éliminable représentant la base inductive et l'étape inductive 
prouvées. 


CHAPITRE 2 : INDECIDABILITE 

LA MACHINE DE TURING 

LE TIERS EXCLU 

K. TURING INDECIDABILITE (INFINI DECIDABILITE, INDECIDABILITE) 
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des propositions mathématiques substantielles dont la vérité ou la fausseté doit rester indécise. Ce que les gens qui 
disent cela ne réalisent pas, c'est que de telles propositions, si on peut les utiliser et vouloir les appeler « propositions 
», ne sont pas du tout les mêmes que ce qu'on appelle « propositions » dans d'autres cas ; parce qu'une preuve altère 
la grammaire d'une proposition. (PG 367) 


Dans ce passage, Wittgenstein fait allusion à Brouwer qui, dès 1907 et 1908, affirme, premièrement, que « la 
question de la validité du principium tertii exclusi équivaut à la question de savoir s'il existe des problèmes 
mathématiques insolubles », deuxièmement , que [il] n'y a pas la moindre preuve de la conviction. qu'il n'existe pas 
de problèmes mathématiques insolubles", et, troisièmement, qu'il existe des propositions / "questions" 
significatives, telles que "Est-ce qu'il se produit dans l'expansion décimale de Püne infinité de paires de chiffres 
égaux consécutifs ?"", auquel la loi du tiers exclu ne s'applique pas car "il doit être considéré comme incertain si des 
problèmes comme [ceci] sont résolubles" (Brouwer, 1908 [1975 : 109-1101). "A fortiori, il n'est pas certain qu'un 
problème mathématique puisse être résolu ou prouvé insoluble", dit Brouwer (1907 [1975 : 791), "bien que 
HILBERT, dans 'Mathematische Probleme", pense que tout mathématicien est profondément convaincu de celui-ci 
». 


Wittgenstein reprend les mêmes données et, en quelque sorte, tire la conclusion opposée. Si, comme le dit Brouwer, 
nous ne sommes pas certains que tous ou certains « problèmes mathématiques » soient résolubles, alors nous savons 
que nous n'avons pas en main une procédure de décision applicable, ce qui signifie que les prétendues propositions 
mathématiques ne sont pas décidables , ici et maintenant. « Ce que les ‘questions mathématiques” ont en commun 
avec les vraies questions », dit Wittgenstein ( PR 8151), « c'est simplement qu'on peut y répondre ». Cela signifie que 
si nous ne savons pas comment décider d'une expression, alors nous ne savons pas comment faireelle est soit 
prouvée (vraie) soit réfutée (fausse), ce qui signifie que la Loi du Milieu Exclu « ne s'applique pas » et, par 
conséquent, que notre expression n'est pas une proposition mathématique. 


Ensemble, le finitisme de Wittgenstein et son critère de décidabilité algorithmique éclairent considérablement ses 
remarques très controversées sur des conjectures censément significatives telles que FLT et GC. GC n'est pas une 
proposition mathématique parce que nous ne savons pas comment en décider, et si quelqu'un comme GH Hardy dit 
qu'il « croit » que GC est vrai ( PG 381 ; LEM 123 ; PI 8578), nous devons répondre qu'il/elle seulement « a une 
intuition sur les possibilités d'extension du système actuel » ( LFM 139) - qu'on ne peut croire qu'une telle 
expression est « correcte » que si l'on sait commentpour le prouver. Le seul sens dans lequel GC (ou FLT) peut être 
prouvé est qu'il peut "correspondre à une preuve par induction", ce qui signifie que l'étape inductive non prouvée 
(par exemple, "G(n) — G{(n “}etlbxpression "V n G (nie sont pas des propositions mathématiques car nous 
n'avons aucun moyen algorithmique de rechercher une induction (PG 367). Une « proposition générale » est 
dépourvue de sens avant une preuve inductive « parce que la question n'aurait eu de sens que si une méthode 
générale de décision avait été connue avant que la preuve particulière ne soit découverte » ( PG 402). Les « 
inductions » ou étapes inductives non prouvées ne sont pas des propositions significatives parce que la loi du tiers 
exclu ne tient pas dans le sens où nous ne connaissons pas de procédure de décision au moyen de laquelle nous 
pouvons prouver ou réfuter l'expression ( PG 400 ; WVC 82). 


Cette position, cependant, semble nous priver de toute raison de rechercher une « décision » d'une « expression » 
dénuée de sens telle que GC. L'intermédiaire de Wittgenstein dit seulement qu""[un] mathématicien est... guidé par... 
certaines analogies avec le système précédent" et qu'il n'y a rien "de mal ou d'illégitime si quelqu'un s'intéresse au 
dernier théorème de Fermat" ( WVC 144). 


LE TIERS EXCLU ET CRITERE DE DECIDABILITE ALGORITHMIQUE 


Ensemble, le finitisme de Wittoenstein et son critère de décidabilité algorithmique éclairent considérablement ses 
remarques très controversées sur des conjectures censément significatives telles que FLT et GC. GC n'est pas une 
proposition mathématique parce que nous ne savons pas comment en décider, et si quelqu'un comme GH Hardy dit 
qu'il « croit » que GC est vrai ( PG 381 ; LEM 123 ; PI 8578), nous devons répondre qu'il/elle seulement « a une 
intuition sur les possibilités d'extension du système actuel » ( LFM 139) - qu'on ne peut croire qu'une telle 
expression est « correcte » que si l'on sait commentpour le prouver. Le seul sens dans lequel GC (ou FLT) peut être 
prouvé est qu'il peut "correspondre à une preuve par induction", ce qui signifie que l'étape inductive non prouvée 
(par exemple, "G(n) — G{n “}etlbxpression "V n G (nie sont pas des propositions mathématiques car nous 
n'avons aucun moyen algorithmique de rechercher une induction (PG 367). Une « proposition générale » est 
dépourvue de sens avant une preuve inductive « parce que la question n'aurait eu de sens que si une méthode 
générale de décision avait été connue avant que la preuve particulière ne soit découverte » ( PG 402). Les « 
inductions » ou étapes inductives non prouvées ne sont pas des propositions significatives parce que la loi du tiers 
exclu ne tient pas dans le sens où nous ne connaissons pas de procédure de décision au moyen de laquelle nous 
pouvons prouver ou réfuter l'expression ( PG 400 ; WVC 82 ). 


Cette position, cependant, semble nous priver de toute raison de rechercher une « décision » d'une « expression » 
dénuée de sens telle que GC. L'intermédiaire de Wittgenstein dit seulement qu""[un] mathématicien est... guidé par... 
certaines analogies avec le système précédent" et qu'il n'y a rien "de mal ou d'illégitime si quelqu'un s'intéresse au 
dernier théorème de Fermat" ( WVC 144). 


Si par exemple j'ai une méthode pour regarder les nombres entiers qui satisfont l'équation 


X + y? — 29, alors la formule X + y" — 2" peut me stimuler. Je peux laisser une formule me stimuler. Ainsi je dirai : 
Ici il y a un stimulus — mais pas une question . Les problèmes mathématiques sont toujours de tels stimuli. ( WVC 
144, er janvier 1931) 


Plus précisément, un mathématicien peut se laisser stimuler par une conjecture insensée telle que FLT' s'il cnuhaita 
caxrnir oi aim nalaul nat Atrn Atandu caonc nlthrar ane nvinmane nu enc rAnlac T ENA 170) 


P15, P15 
Ce qui se passe ici [o]n [dans une tentative de décider GC] est une tentative non systématique de 


construction d'un calcul. Si la tentative réussit, j'aurai à nouveau un calcul devant moi, seulement un calcul différent 
du calcul que j'ai utilisé jusqu'à présent . ( WVC 174-75 ; 21 septembre 1931 ; italiques ajoutés) 


Si, par exemple, nous réussissons à prouver GC par induction mathématique (c'est-à-dire que nous prouvons 
"GŒkt"G(n) — G(n *} dohs aurons alors une preuve de la démarche inductive, mais puisque la démarche inductive 
n'était pas décidable algorithmiquement au préalable ( PR 88148, 155, 157; PG 380), en construisant la preuve nous 
avons construit un nouveau calcul, un nouvelle machine à calculer ( WVC 106) dans laquelle on sait maintenant 
utiliser cette nouvelle « partie-machine » (RFM VI, 813) (c'est-à-dire le pas inductif non systématiquement prouvé). 
Avant la preuve, l'étape inductive n'est pas une proposition mathématique avec sens (dans un calcul particulier), alors 
qu'après la preuve l'étape inductive estune proposition mathématique, avec un nouveau sens déterminé, dans un 
calcul nouvellement créé. Cette démarcation d'expressions sans sens mathématique et de propositions prouvées ou 
réfutées, chacune avec un sens déterminé dans un calcul particulier, est une vision que Wittgenstein articule d'une 
myriade de manières différentes de 1929 à 1944. 
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MATHE HOMOTOPIQUE ET DECIDABILITE ALGORITHMIQUE 


DUUIIAILE DdVULL DL LIL CIC UL peur CLÉ ÉLÉLIULU Sdii3 diléléL DE dAIULLIED UU DE LCBICD 
U LHVL 199]. 


Ce qui se passe ici [o]n [dans une tentative de décider GC] est une tentative non systématique de 


construction d'un calcul. Si la tentative réussit, j'aurai à nouveau un calcul devant moi, seulement un calcul différent 
du calcul que j'ai utilisé jusqu'à présent . ( WVC 174-75 ; 21 septembre 1931 ; italiques ajoutés) 


Si, par exemple, nous réussissons à prouver GC par induction mathématique (c'est-à-dire que nous prouvons 
"Gkt"G(n) — G(n *} dohs aurons alors une preuve de la démarche inductive, mais puisque la démarche inductive 
n'était pas décidable algorithmiquement au préalable ( PR 88148, 155, 157; PG 380), en construisant la preuve nous 
avons construit un nouveau calcul, un nouvelle machine à calculer ( WVC 106) dans laquelle on sait maintenant 
utiliser cette nouvelle « partie-machine » (RFM VI, 813) (c'est-à-dire le pas inductif non systématiquement prouvé). 
Avant la preuve, l'étape inductive n'est pas une proposition mathématique avec sens (dans un calcul particulier), alors 
qu'après la preuve l'étape inductive estune proposition mathématique, avec un nouveau sens déterminé, dans un 
calcul nouvellement créé. Cette démarcation d'expressions sans sens mathématique et de propositions prouvées ou 
réfutées, chacune avec un sens déterminé dans un calcul particulier, est une vision que Wittgenstein articule d'une 
mytiade de manières différentes de 1929 à 1944. 


Qu'elle soit finalement défendable ou non - et c'est une question absolument cruciale pour la philosophie des 
mathématiques de Wittgenstein - cet aspect fortement contre-intuitif de l'explication de Wittgenstein de la 
décidabilité algorithmique, de la preuve et du sens d'une proposition mathématique est un élément de son rejet de 
prédétermination en mathématiques. Même dans le cas où l'on décide algorithmiquement une proposition 
mathématique, les liens ainsi établis ne préexistent pas à la décision algorithmique, ce qui signifie que même 
lorsqu'on a une « question mathématique » que l'on décide par procédure de décision, l'expression n'a qu'une valeur 


déterminée. sens en tant queproposition lorsqu'elle est décidée. Selon l'analyse de Wittgenstein, à la fois 
intermédiaire et ultérieure, "[une] nouvelle preuve donne à la proposition une place dans un nouveau système" (RFM 
VI 813), elle "la situe dans tout le système de calculs”, bien qu'elle "ne mentionner, ne décrit certainement pas, tout 
le système de calcul qui sous-tend la proposition et lui donne sens » (RFM VI, 811). 


La position peu orthodoxe de Wittgenstein est ici un type de structuralisme qui résulte en partie de son rejet de la 
sémantique mathématique. Nous pensons à tort, par exemple, que GC a un sens pleinement déterminé parce que, 
étant donné "la manière trompeuse dont le mode d'expression du langage des mots représente le sens des 
propositions mathématiques" ( PG 375), nous rappelons des images fausses et erronées . , des conceptions 
référentielles de propositions mathématiques selon lesquelles GC concerne une réalité mathématique et à donc juste 
un sens déterminé comme "Il existe des êtres intelligents ailleurs dans l'univers" (c'est-à-dire une proposition qui est 
définitivement vraie ou fausse, que nous connaissions ou non son existence). valeur de vérité). Wittgenstein rompt 
avec cette tradition, entoutes ses formes, soulignant qu'en mathématiques, contrairement au domaine des 
propositions contingentes (ou empiriques), « si je veux savoir ce que dit une proposition comme le dernier théorème 
de Fermat », je dois connaître son critère de vérité . Contrairement au critère de vérité pour une proposition 
empirique, qui peut être connu avant que la proposition ne soit décidée, nous ne pouvons pas connaître le critère de 
vérité pour une proposition mathématique indécise, bien que nous soyons « familiarisés avec les critères de vérité de 
propositions similaires » (RFM VI, 813). 


LES NOMBRES 


2.5 INDECIDABILITE DES NOMBRES IRATIONNELLES : Compte intermédiaire de Wittgenstein 
sut les nombres irrationnels - question de l'infini reel (les problemes de linfini dans une line voir science 
for all) probleme des extenstions mathematiques infini, ensemble de nombre entre 0 et 1, 


Le Wittgenstein intermédiaire passe beaucoup de temps à se débattre avec des nombres réels et irrationnels. Il y a 
deux raisons distinctes à cela. 


Premièrement, la vraie raison pour laquelle beaucoup d'entre nous ne veulent pas abandonner la notion d'infini réel 
en mathématiques est la conception répandue d'un nombre irrationnel comme une extension 
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du concept peu clair de nombre irrationnel, c'est-à-dire du fait que des choses logiquement très différentes sont 
appelées «nombres irrationnels» sans qu'aucune limite claire ne soit donnée au concept. 


Deuxièmement, et plus fondamentalement, l'intermédiaire Wittoenstein lutte avec des irrationnels de manière si 
détaillée parce qu'il s'oppose au fondationnalisme et en particulier à son concept de « continuum mathématique sans 
faille », son concept de théorie compréhensive des nombres réels (Han 2010) et aux conceptions théoriques établies. 
et les «preuves» comme fondement de l'arithmétique, de la théorie des nombres réels et des mathématiques dans leur 
ensemble. En effet, la discussion de Wittgenstein sur les irrationnels ne fait qu'un avec sa critique de la théorie des 
ensembles, car, comme il le dit, « [mathématiques est traversée de part en part par les idiomes pernicieux de la 
théorie des ensembles », comme « la façon dont les gens parlent d'une ligne comme composée de points », alors 
qu'en fait, « [une] ligne est une loi et n'est composée de rien du tout » (PR 8173 ; PRSS181, 183, & 191 ; PG 373, 
460, 461 et 473). 


2.5.1 L'anti-fondationnalisme de Wittgenstein et les nombres irrationnels authentiques 


Puisque, selon les termes de Wittgenstein, les mathématiques consistent exclusivement en extensions et en 
intensions (c'est-à-dire des « règles » ou des « lois »), un irrationnel n'est une extension que dans la mesure où il est 
un signe (c'est-à-dire un « chiffre », tel que «Ÿ/2' ou 'P). Étant donné qu'il n'existe pas d'extension mathématique 
infinie , il s'ensuit qu'un nombre irrationnel n'est pas une expansion infinie unique , mais plutôt une règle ou une loi 
récursive unique ( PR 8181) qui produit des nombres rationnels (PR 8186 ; PR 8 180). 


La règle d'élaboration des lieux de4/2est lui-même le chiffre du nombre irrationnel ; et la raison pour laquelle je 
parle ici d'un « nombre » est que je peux calculer avec ces signes (certaines règles pour la construction des nombres 
rationnels) comme je peux calculer avec les nombres rationnels eux-mêmes. ( PG 484) 


En raison, cependant, de son anti-fondationalisme, Wittgenstein adopte la position radicale selon laquelle tous les 
nombres réels récursifs (c'est-à-dire les nombres calculables) ne sont pas de véritables nombres réels - une position 
qui distingue même son point de vue de celui de Brouwer. 


Le problème, selon Wittgenstein, est que les mathématiciens, en particulier les fondationnalistes (par exemple, les 
théoriciens des ensembles), ont cherché à accommoder la continuité physique par une théorie qui « décrit » le 
continuum mathématique (PR 8171 ). Lorsque, par exemple, nous pensons au mouvement continu et à la (simple) 
densité des rationnels, nous raisonnons que si un objet se déplace continuellement de À à B, et qu'il ne parcourt que 
les distances marquées par des "points rationnels", alors il doit sauter certaines distances (intervalles ou points) non 
marquées par des nombres rationnels. Mais si un objet en mouvement continu parcourt des distances qui ne peuvent 
pas être mesurées de manière proportionnelle par les seuls rationnels, il doit y avoir des "écarts" entre les rationnels ( 
PG460), et il faut donc les combler d'abord par des irrationnels récursifs, puis, parce que « l'ensemble de tous les 
irrationnels récursifs » laisse encore des trous, par des « irrationnels sans loi ». 


[LJ'énigme du continuum surgit parce que le langage nous induit en erreur en lui appliquant une image qui ne 
correspond pas. La théorie des ensembles préserve l'image inappropriée de quelque chose de discontinu, maïs en fait 
des déclarations qui contredisent l'image, sous l'impression qu'elle rompt avec les préjugés ; alors que ce qu'il aurait 
fallu faire en réalité, c'est de signaler que l'image ne correspond tout simplement pas... ( PG 471) 


Nous n'ajoutons rien de ce qui est nécessaire aux calculs différentiels et intégraux en "complétant" une théorie 
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parce qu'il n'y a pas de continuum mathématique. Comme le dit plus tard Wittgenstein (RFMV, 832), « 


[l'image de la droite numérique est absolument naturelle jusqu'à un certain point ; c'est-à-dire tant qu'il n'est pas 
utilisé pour une théorie générale des nombres réels ». Nous nous sommes trompés en interprétant à tort la nature de 
la ligne géométrique comme une collection continue de points, chacun avec un nombre réel associé, ce qui nous a 
emmenés bien au-delà de l'image « naturelle » de la ligne numérique à la recherche d'une 


«théorie générale des nombres réels ». chiffres » (Han 2010). 


Ainsi, la principale raison pour laquelle Wittgenstein rejette certains nombres constructifs (calculables) est qu'ils sont 
des créations inutiles qui engendrent des confusions conceptuelles en mathématiques (en particulier en théorie des 
ensembles). L'un des principaux objectifs de Wittgenstein dans ses longues discussions sur les nombres rationnels et 
les pseudo-irrationnels est de montrer que les pseudo-irrationnels, qui sont prétendument nécessaires pour le 
continuum mathématique, ne sont pas du tout nécessaires. 


À cette fin, Wittgenstein demande (a) qu'un nombre réel doit être "compar {able] avec n'importe quel nombre 
rationnel pris au hasard" (c'est-à-dire, "on peut établir s'il est supérieur, inférieur ou égal à un nombre rationnel 
nombre » ( PR 8191)) et (b) que « [un] nombre doit mesurer en lui-même » et si un « nombre » « s'en remet aux 
rationnels, nous n'en avons pas besoin » ( PR $191 ) (Frascolla 1980 : 242-243 ; Shanker 1987 : 186-192 ; Da Silva 
1993 : 93-94 ; Marion 1995: : 162, 164 ; Rodych 1999b, 281-291 ; Lampert 2009). 


Pour démontrer que certains réels récursifs (calculables) ne sont pas de véritables nombres réels car ils ne satisfont 
pas (a) et (b), Wittgenstein définit le nombre réel récursif putatif 


5—3 


V2 comme la règle "Construire le développement décimal pour4/2, en remplaçant chaque occurrence d'un "5" par un 
‘3! » (PR 8182) ; il définit de même comme 


7 F43 (PR 8186) et, dans un ouvrage ultérieur, redéfinit #4 comme 
777 FA 000 
(PG 475). 


Bien qu'un pseudo-irrationnel comme (dans l'une ou l'autre des définitions) est "aussi univoque que... Pèu V2» ( PG 
476), il est « sans abri » selon Wittgenstein car, au lieu d'utiliser «les idiomes de l'arithmétique » (PR 8186), il dépend 
de la notation « accessoire » particulière d'un système particulier (c'est-à-dire, dans certains base particulière) ( PR 
8188 ; PR 8182 ; et PG 475). Si nous parlons de divers systèmes de notation de base, nous pourrions dire que 
Pâppartient à tous les systèmes, alors que Pin'appartient qu'à un, ce qui montre quefff n'est pas un véritable 
irrationnel car «il ne peut pas y avoir de nombres irrationnels de types différents » ( PR 8180). De plus, les 


pseudo-irrationnels ne mesurent pas parce qu'ils sont des constructions artificielles sans abri, parasites des nombres 
qui ont une place naturelle dans un calcul qui peut être utilisé pour mesurer. Nous n'avons tout simplement pas 
besoin de ces aberrations, car elles ne sont pas suffisamment comparables aux rationnels et aux véritables 
irrationnels. Ce ne sont pas des nombres irrationnels selon les critères de Wittgenstein, qui définissent, affirme 
Wittgenstein de façon intéressante, « précisément ce qui a été signifié ou recherché sous le nom de "nombre 
irrationnel' » (PR 8191 ). 


Pour exactement la même raison, si nous définissons un "irrationnel sans loi" comme soit (a) une expansion infinie 
non régie par des règles, non périodique, dans une base, ou (b) une "séquence de choix libre", Wittgenstein rejette « 
irrationnels sans loi » parce que, dans la mesure où ils ne sont pas régis par des règles, ils 
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doivent encore être complétées par un ensemble infini de fractions décimales infinies irrégulières 


qui seraient « passées sous le tapis » si nous devions nous limiter à celles générées par une loi, 

Wittgenstein argumente, car "[o] y a-t-il une telle décimale infinie qui n'est générée par aucune loi" "[a] et comment 
remarquerions-nous qu'elle manque?" ( PR 8181; cf. PG 473, 483-84). De même, une séquence de choix libre, 
comme une recette de « bissection sans fin » ou de « dés sans fin », n'est pas une loi (ou une règle) mathématique 
infiniment compliquée, mais plutôt aucune loi du tout, car après chaque lancer individuel d'une pièce de monnaie, le 
point reste « infiniment indéterminé » ( PR 8186). Pour des raisons étroitement liées, Wittgenstein ridiculise l'Axiome 
Multiplicatif (Axiome du Choix) à la fois dans la période médiane ( PR 8146) et dans la dernière période (RFM V, 
825 ; VII, 833). 


2.5.2 L'essentialisme des nombres réels de Wittgenstein et les dangers de la théorie des ensembles 


Superficiellement, du moins, il semble que Wittgenstein propose un argument essentialiste pour conclure que 
l'arithmétique des nombres réels ne devrait pas être étendue de telle ou telle manière. Une telle explication 
essentialiste des nombres réels et irrationnels semble entrer en conflit avec la liberté réelle que les mathématiciens 
ont d'étendre et d'inventer, avec l'affirmation intermédiaire de Wittgenstein ( PG334) que " [pour] [lui] un calcul est 
aussi bon qu'un autre", et avec l'acceptation par Wittgenstein des nombres complexes et imaginaires. Le critique 
fondationnaliste de Wittgenstein (p. irrationnels que rationnels. 


Bien que Wittgenstein insiste sur les différences là où d'autres voient des similitudes ( LFM 15), dans ses attaques 
intermédiaires contre les pseudo-irrationnels et le fondationnalisme, il ne met pas seulement l'accent sur les 
différences, il attaque les « idiomes pernicieux » de la théorie des ensembles ( PR 8173) et ses « idiomes les plus 
grossiers imaginables ». mésinterprétation de son propre calcul » ( PG 469-70) pour tenter de dissoudre « des 
malentendus sans lesquels [la théorie des ensembles] n'aurait jamais été inventée », puisqu'elle ne sert «à rien d'autre 
» (LFM 16-17). Les nombres complexes et imaginaires se sont développés organiquement au sein des 
mathématiques, et ils ont fait leurs preuves dans les applications scientifiques, mais les pseudo-irrationnels sont 
inorganiquesdes créations inventées uniquement pour des objectifs fondationnalistes erronés. Le point principal de 
Wittgenstein n'est pas que nous ne pouvons pas créer d'autres nombres réels récursifs - en fait, nous pouvons en 
créer autant que nous le voulons - son point est que nous ne pouvons vraiment parler que de différents systèmes 
(ensembles) de nombres réels (RFMIT, 833) qui sont énumérables par une règle, et toute tentative de parler de 
“l'ensemble de tous les nombres réels" ou toute tentative fragmentaire d'ajouter ou de considérer de nouveaux réels 
récursifs (par exemple, des nombres diagonaux) est une entreprise inutile et/ou futile basée sur des idées fausses 
fondamentales . En effet, en 1930, des passages manuscrits et dactylographiés (ci-après MS et'TS, respectivement) 
sur les irrationnels et la diagonale de Cantor, qui n'étaient pas inclus dans PR ou PG, Wittgenstein dit : « Le concept 
nombre irrationnel' est un pseudo-concept dangereux » (MS 108, 176 ; 1930 ; TS 210, 29 ; 1930). Comme nous le 
verrons dans la section suivante, d'après Wittgenstein, si nous ne comprenons pas correctement les irrationnels, 
nous ne pouvons qu'engendrer les erreurs qui constituent la théorie des ensembles. 


2.6 Critique intermédiaire de la théorie des ensembles de Wittgenstein et du transfini 


La critique de Wittgenstein de la théorie des ensembles commence de manière quelque peu bénigne dans le 
Tractatus , où il dénonce le Logicisme et dit (6.031) que [la théorie des classes est complètement superflue en 
mathématiques" parce que, au moins en partie, "la généralité requise en mathématiques est généralité non fortuite ». 
Dans sa période médiane, Wittgenstein commence un assaut total contre la théorie des ensembles qui ne s'arrête 


jamais. La théorie des ensembles, dit-il, est «un non-sens total » (PR 88145, 174 ; WVC 102 ; PG 464, 470), « 
erronée » ( PR 8174) et « risible » ( PG 464) ; ses « idiomes pernicieux » ( PR 8173) nous induisent en erreur et le 
contresens le plus grossier possible est à l'origine même de son invention (Hintikka 
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ensembles ») comporte deux éléments principaux : (1) sa discussion de la distinction intension-extension, et (2) 


sa critique de la non-dénombrabilité en tant que cardinalité . Vers la fin de la période intermédiaire, Wittoenstein 
semble prendre davantage conscience du conflit insupportable entre son formalisme fort ( PG 334) et son 
dénigrement de la théorie des ensembles comme un calcul purement formel et non mathématique (Rodych 1997 : 
217-219), qui, comme nous le verrons dans la section 3.5 , conduit à utiliser un critère d'application 
extra-mathématique pour délimiter la théorie des ensembles transfinis (et d'autres jeux de signes purement formels) 
des calculs mathématiques. 


2.6.1 Intensions, extensions et symbolisme fictif de la théorie des ensembles 


La recherche d'une théorie compréhensive des nombres réels et de la continuité mathématique a conduit à un « 
symbolisme fictif » ( PR 8174). 


La théorie des ensembles tente de saisir l'infini à un niveau plus général que l'étude des lois des nombres réels. Il dit 
que vous ne pouvez pas du tout saisir l'infini réel au moyen du symbolisme mathématique et qu'il ne peut donc être 
que décrit et non représenté. …. On pourrait dire de cette théorie qu'elle achète un cochon dans un sac. Laissons 
l'infini s'accommoder du mieux qu'il peut dans cette boîte. ( PG 468; cf. PR 8170) 


Comme le dit Wittgenstein à ( PG 461), 


l'erreur dans l'approche de la théorie des ensembles consiste à traiter à maintes reprises les lois et les énumérations 
(listes) comme essentiellement le même genre de choses et à les disposer en séries parallèles de sorte que l'une 
comble les lacunes laissées par l'autre. 


C'est une erreur car il est « absurde » de dire « on ne peut pas énumérer tous les nombres d'un ensemble, mais on 
peut en donner une description », car « [lJ'un ne se substitue pas à l'autre » ( WVC 102 ; 19 juin 1930); «il n'y a pas 
un dualisme [de] la loi et la série infinie qui lui obéit » ( PR 8180). 


« La théorie des ensembles est fausse » et absurde ( PR 8174), dit Wittgenstein, car elle présuppose un symbolisme 
fictif de signes infinis ( PG 469) au lieu d'un symbolisme réel à signes finis. La grande intimation de la théorie des 
ensembles, qui commence par le "concept de fonction de Dirichlet" (WVC 102-053), est que nous pouvons en 
principe représenter un ensemble infini par une énumération, mais en raison de limitations humaines ou physiques, 
nous décrirons plutôt cela intentionnellement. Mais, dit Wittgenstein, "[il] ne peut y avoir de possibilité et d'actualité 
en mathématiques", car les mathématiques sont un calcul réel , qui "se préoccupe uniquement des signes avec 
lesquels il opère réellement " (PG 469). Comme le dit Wittgenstein dans ( PR 8159), le fait que « nous ne pouvons 
pas décrire les mathématiques, nous pouvons seulement le faire » en soi et « de lui-même abolit toute ‘théorie des 
ensembles” ». 


Le meilleur exemple de ce phénomène est peut-être Dedekind, qui en donnant sa "définition" d'une "classe infinie" 
comme "une classe qui est similaire à une sous-classe propre d'elle-même" (PG 464), "a essayé de décrire une classe 
infinie " ( PG 463). Si, cependant, nous essayons d'appliquer cette « définition » à une classe particulière afin de 
déterminer si elle est finie ou infinie, la tentative est « risible » si nous l'appliquons à une classe finie, comme «une 
certaine rangée d'arbres » . », et c'est « un non-sens » si on l'applique à « une classe infinie », car on ne peut même pas 
tenter de « la coordonner » ( PG 464), car « la relationm — 21ne] corrèle pas la classe de tous les nombres avec l'une 
de ses sous-classes » ( PR 8141), c'est un « processus infini » qui « corrèle tout nombre arbitraire avec un autre ». 
Ainsi, même si nous pouvons utiliserm — 2xur la règle pour générer les naturels (c'est-à-dire notre domaine) et ainsi 
construire les paires (2,1), (4,2), (6,3), (8,4), etc., ce faisant, nous faisons pas corréler deux ensembles ou extensions 
infinis ( WVC 103). Si nous essayons d'appliquer la définition de Dedekind comme critèrepour déterminer si un 


ensemble donné est infini en 
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qui d'autre insiste pour appeler une règle inductive un « ensemble infini », lui et nous devons encore marquer la 
différence catégorique entre un tel ensemble et un ensemble fini avec une cardinalité déterminée et finie. 


En effet, selon Wittgenstein, l'incapacité à distinguer correctement les extensions et les intensions mathématiques est 
à l'origine de l'interprétation erronée de la preuve diagonale de Cantor comme preuve de l'existence d'ensembles 
infinis de cardinalité inférieure et supérieure. 


2.6.2 Contre la non-dénombrabilité 


Ta critique de Wittgenstein de la non-dénombrabilité est principalement implicite pendant la période médiane. Ce 
n'est qu'après 1937 qu'il fournit des arguments concrets prétendant montrer, par exemple, que la diagonale de 
Cantor ne peut pas prouver que certains ensembles infinis ont une plus grande « multiplicité » que d'autres. 


Néanmoins, l'intermédiaire Wittgenstein rejette clairement la notion selon laquelle un ensemble infini non 
dénombrable est plus grand en cardinalité qu'un ensemble infini dénombrable. 


Quand les gens disent "L'ensemble de tous les nombres transcendantaux est supérieur à celui des nombres 
algébriques", c'est un non-sens. L'ensemble est d'un autre genre. Ce n'est "plus" dénombrable, ce n'est tout 
simplement pas dénombrable ! ( PR 8174) 


Comme pour ses vues intermédiaires sur les véritables irrationnels et l'axiome multiplicatif, Wittgenstein considère 
ici la preuve diagonale de la non-dénombrabilité de « l'ensemble des nombres transcendants » comme celle qui 
montre seulement que les nombres transcendants ne peuvent pas être énumérés de manière récursive. Il est absurde, 
dit-il, de passer de la conclusion justifiée que ces nombres ne sont pas, en principe, énumérables à la conclusion que 
l'ensemble des nombres transcendantaux est plus grand en cardinalité que l'ensemble des nombres algébriques, qui 
est récursivement énumérable. Nous avons ici deux conceptions très différentes d'un nombre-type. Dans le cas des 
nombres algébriques, nous avons une procédure de décision pour déterminer si un nombre donné est algébrique ou 
non, efnous avons une méthode d'énumération des nombres algébriques telle que nous pouvons voir que « chaque » 
nombre algébrique « sera » énuméré. Dans le cas des nombres transcendantaux, d'autre part, nous avons des preuves 
que certains nombres sont transcendantaux (c'est-à-dire non algébriques), et nous avons une preuve que nous ne 
pouvons pas énumérer de manière récursive chaque chose que nous appellerions un "nombre transcendantal" . 


À (PG 461), Wittgenstein parle de la même manière des « pseudo-concepts mathématiques » de la théorie des 
ensembles, ce qui conduit à une difficulté fondamentale, qui commence lorsque nous présupposons inconsciemment 
qu'il y a un sens à l'idée d'ordonner les rationnels par taille - «que la tentative est pensable » — et aboutit à penser 
pareillement qu'il est possible d'énumérer les nombres réels , ce que l'on découvre alors impossible. 


Bien que l'intermédiaire Wittgenstein semble certainement très critique de la prétendue preuve que certains 
ensembles infinis (par exemple, les réels) sont plus grands en cardinalité que d'autres ensembles infinis, et bien qu'il 
discute de la "procédure diagonale" en février 1929 et en juin 1930 (MS 106 , 266 ; MS 108, 180), ainsi qu'un 
diagramme en diagonale, ces ruminations et d'autres ruminations du début du milieu n'ont pas été incluses dans les 
textes dactylographiés pour PR ou PG. Comme nous le verrons dans la section 3.4 , le dernier Wittgenstein analyse 
en détail la diagonale de Cantor et les affirmations de non-dénombrabilité. 
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3.1 Les mathématiques comme invention humaine 


Peut-être la constante la plus importante dans la philosophie des mathématiques de Wittgenstein, intermédiaire et 
tardive, est qu'il maintient constamment que les mathématiques sont notre invention humaine et qu'en fait, tout en 
mathématiques est inventé. Tout comme le milieu Wittgenstein dit que « [nJous faisons des mathématiques », le 
dernier Wittoenstein dit que nous « inventons » les mathématiques ( REMI, 8168 ; IL, 838 ; V, 885,9 et 11 ; PG 469 
—70) et que « le mathématicien n'est pas un découvreur : il est un inventeur » (RFM, Annexe IL, 82 ; (LFM 22, 82). 


Rien n'existe mathématiquement tant que nous ne l'avons pas inventé. 


En argumentant contre la découverte mathématique, Wittoenstein ne se contente pas de rejeter le platonisme, il 
rejette également une vision philosophique plutôt standard selon laquelle les êtres humains inventent des calculs 
mathématiques, mais une fois qu'un calcul à été inventé, nous découvrons ensuite un nombre fini de ses infiniment 
nombreux prouvables et vrais théorèmes. Comme le demande Wittgenstein lui-même ( RFM IV, 848), « ne 
pourrait-on pas dire que les règles mènent dans cette direction, même si personne ne l'a fait ? Si « quelqu'un 
produisait une preuve [du ‘théorème de Goldbach'] », « [nJaurait-on pas pu dire », demande Wittgenstein (LFM 
144), « que la possibilitéde cette preuve était un fait dans les domaines de la réalité mathématique » — que « [a]lfin de 
la trouver, elle doit en quelque sorte être là » — « [ill doit s'agir d'une structure possible » ? 


Contrairement à beaucoup ou à la plupart des philosophes des mathématiques, Wittoenstein résiste à la réponse 
«Oui» selon laquelle nous découvrons des vérités sur un calcul mathématique qui prennent naissance au moment où 
nous inventons le calcul (PR 8141; PG 283, 466; LEM 139). Wittgenstein rejette la réification modale de la 
possibilité comme actualité — que la prouvabilité et la constructibilité sont des faits (réels) — en arguant qu'il est 
pour le moins erroné de dire avec le platonicien que parce qu'« une ligne droite peut être tracée entre deux points 
quelconques » . …. la ligne existe déjà même si personne ne l'a tracée » - pour dire « [cJe 
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ont toujours été là ! 


Au MS 122 (3v; 18 octobre 1939), Wittgenstein souligne une fois de plus la différence entre une découverte 
mathématique illusoire et une véritable invention mathématique. 


Je veux m'éloigner de la formulation : « J'en sais maintenant plus sur le calcul », et la remplacer 
pat « J'ai maintenant un calcul différent ». Le sens de ceci est de garder toujours sous les yeux LI 
l'ampleur du gouffre entre un savoir mathématique et un savoir non mathématique. à 

P 8 q q 


Et comme pour la période médiane, le dernier Wittgenstein dit de même (MS 121, 27r ; 27 mai 1938) que « 


] 


[clela aide si l'on dit : la preuve de la proposition de Fermat n'est pas à découvrir, mais à inventer » .?. 


La différence entre le récit « anthropologique » et le récit mathématique est que dans le premier on n'est pas tenté de 
parler de « faits mathématiques », mais plutôt que dans ce récit les faits ne sont jamais mathématiques, ne font jamais 
de propositions mathématiques vraies ou fausses . (MS 117, 263; 15 mars 1940) 


Il n'y a pas de faits mathématiques tout comme il n'y à pas de (vraies) propositions mathématiques. Répétant son 
point de vue intermédiaire, le dernier Wittgenstein dit (MS 121, 71v ; 27 décembre 1938) : « Les mathématiques 
consistent en [calculs | calculs], non de propositions ». Cette conception constructiviste radicale des mathématiques 
incite Wittgenstein à faire des remarques notoires - des remarques que pratiquement personne d'autre ne ferait - 
comme l'infâme (RFM V, 89) : « Aussi étrange que cela puisse paraître, l'expansion supplémentaire d'un nombre 
irrationnel est développement des mathématiques ». 


3.1.1 L'antiplatonisme ultérieur de Wittgenstein : l'histoire naturelle des nombres et la vacuité du platonisme 


Comme dans la période intermédiaire, le dernier Wittgenstein soutient que les mathématiques sont essentiellement 
syntaxiques et non référentielles, ce qui, en soi, rend la philosophie des mathématiques de Wittoenstein 
antiplatonicienne dans la mesure où le platonisme est l'idée que les termes et les propositions mathématiques se 
réfèrent à des objets et /ou des faits et que les propositions mathématiques sont vraies en vertu de leur accord avec 
des faits mathématiques . 


Le dernier Wittgenstein, cependant, souhaite nous « avertir » que notre pensée est saturée de l'idée de « 
[alrithmétique comme histoire naturelle (minéralogie) des nombres » (RFM IV, 811 ). Lorsque, par exemple, 
Wittgenstein discute de l'affirmation selon laquelle les fractions ne peuvent pas être ordonnées par grandeur, il dit 
que cela semble «remarquable» d'une manière qu'une proposition banale du calcul différentiel ne fait pas, car cette 
dernière proposition est associée à une application en physique , 


alofs que cette proposition …. semble concerner [uniquement]. l'histoire naturelle des objets mathématiques 


eux-mêmes. ( RFMII, 840) 


Wittgenstein souligne qu'il essaie de nous "mettre en garde" contre cet "aspect" - l'idée que la proposition 
précédente sur les fractions "nous introduit aux mystères du monde mathématique", qui existe quelque part comme 
une totalité achevée, attendant notre impulsion et notre découvertes. Le fait que nous considérions les propositions 
mathématiques comme portant sur des objets mathématiques et l'investigation mathématique « comme l'exploration 
de ces objets » est « déjà de l'alchimie mathématique », affirme Wittgenstein (RFM V, 816), puisque 


il n'est pas possible de faire appel au sens | Bedeutung | des signes en mathématiques, car il n'y a que les 
mathématiques qui leur donnent leur sens [| Bedeutun 
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MATHEMATIQUE 


de la prédétermination et de la découverte qui est complètement en contradiction avec ce que nous trouvons si nous 
examinons et décrivons réellement les mathématiques et l'activité mathématique. « Je voudrais pouvoir 


décrire », dit Wittgenstein ( RFM IV, 813), « comment il se fait que les mathématiques nous apparaissent tantôt 
comme l'histoire naturelle du domaine des nombres, tantôt encore comme un ensemble de règles ». 


Wittgenstein, cependant, ne s'efforce pas de réfuter le platonisme. Son objectif, au contraire, est de clarifier ce qu'est 
le platonisme et ce qu'il dit, implicitement et explicitement (y compris les variantes du platonisme qui prétendent, par 
exemple, que si une proposition est prouvable dans un système d'axiomes, alors il existe déjà un chemin {c'est-à-dire 
un preuve] des axiomes à cette proposition ( RFM I, 821 ; Marion 1998 : 13-14, 226 ; Steiner 2000 : 334). Le 
platonisme est soit «un simple truisme » ( LFM 239), dit Wittgenstein, soit « image » consistant en « une infinité de 
mondes ténébreux » (LFM 145), qui, en tant que telle, manque « d'utilité » (cf. PI 8254) car elle n'explique rien et elle 
induit en erreur à tout bout de champ. 


LES NOMBRES RATIONELLES ET IRRATIONELLES ET LES MATHEMATIQUES FINITISTES 


3.2 Le constructivisme finitiste ultérieur de Wittgenstein LES NOMBRES RATIONELLES ETR 
IRATIONELLES MATHEMATIQUES FINITISTE 


Bien que les commentateurs et les critiques ne soient pas d'accord sur le point de savoir si le dernier Wittgenstein est 
toujours un finitiste et si, s'il l'est, son finitisme est aussi radical que son rejet intermédiaire de la quantification 
mathématique illimitée (Maddy 1986 : 300-301, 310), l'écrasante les preuves indiquent que le dernier Wittgenstein 
rejette toujours l'infini réel (RFM V, 821; Zettel 8274, 1947) et les extensions mathématiques infinies. 


La première indication, et peut-être la plus définitive, que le dernier Wittgenstein maintient son finitisme est son 
insistance continue et constante sur le fait que les nombres irrationnels sont des règles pour construire des 
expansions finies, et non des extensions mathématiques infinies. « Les concepts de nombres décimaux infinis dans 
les propositions mathématiques ne sont pas des concepts de séries », dit Wittgenstein ( RFM V, 819), « mais de la 
technique illimitée d'expansion des séries ». Nous sommes induits en erreur par "[Iles définitions extensionnelles des 
fonctions, des nombres réels, etc". (RFM V, 835), mais une fois que l'on reconnaît la coupe de Dedekind comme « 
une image extensionnelle », on s'aperçoit qu'on n'est pas « amené à 4/2par la notion de coupure » (RFM V, 834). 
Selon le récit ultérieur de Wittgenstein, il n'y a tout simplement aucune propriété , aucune règle , aucun moyen 
systématique de définir intentionnellement chaque nombre irrationnel , ce qui signifie qu'il n'y a pas de critère "pour 
que les nombres irrationnels soient complets " (PR 8181). 


Comme dans sa position intermédiaire, le dernier Wittgenstein affirme que «UN et les « séries infinies » tirent leurs 
utilisations mathématiques de l'utilisation de « l'infini » dans le langage courant (RFM IL, 860). Bien que, dans le 
langage courant, nous utilisions souvent « infini » et « infiniment nombreux » comme réponses à la question « 
combien ? ‘ c'est parler des techniques illimitées (RFM V, 814) et illimitées (RFMII, 845 ; PI 8218). Ce fait est mis 
en évidence par le fait « que la technique d'apprentissage UfKhiffres est différente de la technique d'apprentissage de 
100 000 chiffres » ( LFM 31). Lorsque nous disons, par exemple, qu""il existe un nombre infini de nombres pairs", 
nous voulons dire que nous avons une technique ou une règle mathématique pour générer des nombres pairs qui est 
illimitée, ce qui est nettement différent d'une technique ou d'une règle limitée pour générer un nombre fini de 
nombres, tels que 1 à 100 000 000. « Nous apprenons une technique sans fin », dit Wittoenstein (RFM V, 819), « 
maïs il ne s'agit pas ici d'une extension gigantesque ». 


Une suite infinie, par exemple, n'est pas une extension gigantesque car ce n'est pas une extension, et 'UNn'est pas un 
nombre cardinal, car « comment cette image est-elle liée au calcul », étant donné que « sa connexion n'est pas celle de 


l'image || | | avec 4" (c'est-à-dire, étant donné que "UNn'est pas connecté à une extension (finie)) ? Cela montre, 
dit Wittgenstein ( RFM IL 858), que nous devons éviter le mot ‘infini en mathématiques partout où il semble donner 
un sens au calcul, plutôt que d'acquérir son sens du calcul et son utilisation dans le calcul. . Une fois que l'on voit que 
le calcul ne contient rien d'infini, il ne faut pas être « déçu » (RFMII, 860), mais simplement constater (RFM IL, 
859) qu'il n'est « pas vraiment nécessaire. d'évoquer l'image du infini (de 
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coherent des « propositions » du type « Il y a trois / Consecuüis dans le developpement décimal de P#% (c1-apres 
LI 
PIC). + Dans la période médiane, PIC (et sa négation putative, PIC, à savoir, "Ce n'est pas le cas qu'il y ait 


trois 7 consécutifs dans l'expansion décimale de P?) n'est pas du tout une “déclaration” mathématique significative ( 
WVC 81-82 : note 1). Du point de vue intermédiaire de Wittogenstein, PIC - comme FLT, GC et le théorème 
fondamental de l'algèbre - n'est pas une proposition mathématique car nous n'avons pas en main une procédure de 
décision applicable par laquelle nous pouvons le décider dans un calcul particulier. Pour cette raison, nous ne 
pouvons énoncer de manière significative que des propositions finitistes concernant l'expansion de F; comme "Il 
existe trois 7 consécutifs dans les 10 000 premières places de l'expansion deF# (CVM 71 ; 8182, note 1). 


Le dernier Wittgenstein maintient cette position dans divers passages de RFM (Bernays 1959 : 11-12). Par exemple, à 
quelqu'un qui dit que puisque « la règle d'expansion détermine [s] complètement la série », «elle doit implicitement 
déterminer toutes les questions sur la structure de la série », répond Wittgenstein : « Vous pensez ici à des séries 
finies » (RFM V, 811). Si le PIC était une question (ou un problème) mathématique - s'il était finitistiquement 
restreint - il serait décisionnable algorithmiquement, ce qui n'est pas le cas (RFM V, 821; LFM 31-32, 111, 170 ; 
WVC 102-03). Comme le dit Wittgenstein dans (RFM V, 89) : « La question... change de statut, lorsqu'elle devient 
décidable », « [f] ou une connexion est établie alors, qui n'était pas là auparavant”. Et si, de plus, on invoque la Loi 
du Milieu Exclu pour établir que le PIC est une proposition mathématique — c'est-à-dire en disant qu'une de ces « 
deux images... doit correspondre au fait » (RFM V, 810) — on soulève la question (RFM V, 812), car si nous avons 
des doutes sur le statut mathématique de PIC, nous ne serons pas influencés par une personne qui affirme « PICV 
—IC » (RFM VIL 841 ; V, 813). 


Le finitisme, le constructivisme et la conception de la décidabilité mathématique de Wittgenstein sont liés de 
manière intéressante à ( RFM VIL 841, par. 2-5). 


Quel mal est fait, par exemple, en disant que Dieu connaît tous les nombres irrationnels ? Ou : qu'ils sont déjà là, 
même si nous n'en connaissons que certains ? Pourquoi ces images ne sont-elles pas anodines ? 


D'une part, ils cachent certains problèmes.— (MS 124 : 139 ; 16 mars 1944) 


Supposons que les gens continuent à calculer l'expansion de Fi Alors Dieu, qui sait tout, sait s'ils auront atteint "777" 
à la fin du monde. Mais son omniscience peut-elle décider s'ils y seraient parvenus après la fin du monde ? Ça ne 
peut pas. Je veux dire : même Dieu ne peut déterminer quelque chose de mathématique que par les mathématiques. 
Même pour lui, la simple règle 


d'expansion ne peut rien décider qu'elle ne décide pour nous. 


On pourrait le dire ainsi : si la règle de l'expansion nous à été donnée, un calcul peut nous dire qu'il y a un "2" à la 
cinquième place. Dieu aurait-il pu le savoir, sans le calcul, uniquement à partir de la règle de l'expansion ? Je veux 
dire : Non. (MS 124, pp. 175-176 ; 23-24 mars 1944) 


Ce que Wittgenstein veut dire ici, c'est que l'omniscience de Dieu pourrait , par calcul, trouver que "777" se produit à 
l'intervalle [n , n +],2nais, d'un autre côté, Dieu pourrait continuer à calculer indéfiniment sans que "777" 
n'apparaisse jamais. Depuis Fa'est pas une extension infinie achevée qui peut être complètement surveillée par un 
être omniscient (c'est-à-dire que ce n'est pas un fait qui peut être connu par un esprit omniscient), même Dieu n'a 
que la règle, et donc l'omniscience de Dieu n'est pas un avantage dans ce cas ( 


LFM 103-04 ; cf. Weyl 1921 [1998 : 97]). Comme nous, avec nos esprits modestes, un esprit omniscient (c'estème 
à-dire Dieu) ne peut que calculer l'expansion de Pà certainsn décimale—où notrenest minuscule et 


pourrai 
re.:e;it <= appartient à Dieunest (relativement) énorme - et en aucun casnn'importe quel esprit conclure à juste 
titre que parce que ‘777" n'est pas apparu, il n'apparaîtra donc jamais. 


https://plato.stanford.edu/entries/wittgenstein-mathematics/ 25/41 
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FINITISME ET DECIDABILITE PARTIE 2 
.3 Le dernier Wittgenstein sur la décidabilité et la décidabilité algorithmique 


Selon une interprétation assez standard, le dernier Wittgenstein dit que "vrai en calculC» est identique à « prouvable 
en calculC"" et, par conséquent, qu'une proposition mathématique de calculCest une concaténation de signes qui est 
soit prouvable (en principe) soit réfutable (en principe) en calculC(Goodstein 1972 : 279, 282 ; Anderson 1958 : 487 
; Klenk 1976 : 13 ; Frascolla 1994 : 59). Sur cette interprétation, le dernier Wittgenstein exclut les propositions 
mathématiques indécidables, mais il admet que certaines expressions indécidables sont des propositions d'un calcul 
parce qu'elles sont décidables en principe (c'est-à-dire en l'absence d'une procédure de décision connue et 
applicable). 


Il existe des preuves considérables, cependant, que le dernier Wittgenstein maintient sa position intermédiaire selon 
laquelle une expression n'est une proposition mathématique significative que dans un calcul donné et ssi nous avons 
sciemment en main une procédure de décision applicable et efficace au moyen de laquelle nous pouvons la décider. 
Par exemple, bien que Wittgenstein hésite entre "prouvable en PM" et "prouvé en PM" à (RFM App. IL 86, 88), il le 
fait afin d'utiliser le premier pour considérer la prétendue conclusion de la preuve de Güdel ( c'est-à-dire qu'il existe 
des propositions mathématiques vraies mais indémontrables), qu'il réfute ensuite avec sa propre identification de 
"vraies en calcul". C” avec “ prouvé en calcul C» (c'est-à-dire pas avec « prouvable en calculC?) (Wang 1991 : 253 ; 
Rodych 19992 : 177). Cette interprétation est corroborée par de nombreux passages dans lesquels Wittgenstein 
rejette l'idée reçue selon laquelle une proposition prouvable mais non prouvée est vraie, comme il le fait lorsqu'il 
affirme qu'une preuve (RFMIIL, 831, 1939) « établit de nouvelles connexions », « [ il n'établit pas qu'ils sont là » car « 
ils n'existent que lorsqu'il les fait », et lorsqu'il dit (RFM VIL 810, 1941) qu' « [une] nouvelle preuve donne à la 
proposition une place dans un nouveau système ». De plus, comme nous venons de le voir, Wittgenstein rejette PIC 
comme une non-proposition au motif qu'elle n'est pas décidable algorithmiquement, tout en admettant des versions 
finitistes de PIC parce qu'elles sont décidables algorithmiquement. 


La preuve peut-être la plus convaincante que le dernier Wittgenstein maintient la décidabilité algorithmique comme 
critère d'une proposition mathématique réside dans le fait que, dans (RFM V, 89, 1942), il dit de deux manières 
distinctes qu'une « question » mathématique peut devenir décidable et que lorsque cela se produit, une nouvelle 
connexion est « établie » qui n'existait pas auparavant. En effet, Wittgenstein nous met en garde contre les 
apparences en disant qu' «il semble qu'un motif de décision soit déjà là », alors qu'en fait, « il reste à inventer ». Ces 
passages militent fortement contre l'affirmation selon laquelle le dernier Wittgenstein accorde cette propositionpest 
décidable en calculCssi elle est prouvable ou réfutable en principe . De plus, si Wittgenstein tenait cette position, il 
prétendrait, à l'inverse ( RFM V, 89), qu'une question ou une proposition ne devient pas décidable puisqu'elle est 
simplement (toujours) décidable. S'il est prouvable, et nous ne savons tout simplement pas encore que c'est le cas, il 
existe déjà un lien entre, disons, nos axiomes et règles et la proposition en question. Ce que dit Wittgenstein, 
cependant, c'est que les modalités prouvables et réfutables sont des formes obscures de la réalité - que la possibilité 
n'est pas l'actualité en mathématiques ( PR 88141, 144, 172 ; PG281, 283, 299, 371, 466, 469 ; LFM 139). Ainsi, le 
dernier Wittgenstein est d'accord avec le Wittgenstein intermédiaire que le seul sens dans lequel une proposition 
mathématique indécise (RFM VIT, 840, 1944) peut être décidable est dans le sens où nous savons comment la 
décider au moyen d'une procédure de décision applicable . 


3.4 Critique ultérieure de Wittgenstein sur la théorie des ensembles : nonénumérabilité contre non-dénombrabilité 
En grande partie un produit de son anti-fondationnalisme et de sa critique de l'amalgame extension-intension, la 


critique ultérieure de Wittgenstein de la théorie des ensembles est très conforme à sa critique intermédiaire ( PR 
88109, 168 ; PG 334, 369, 469 ; LEM 172, 224, 229 ; et RFM IL, 843, 46, 85, 90 ; VII 816). Etant donné que les 


mathématiques sont un « MÉLANGE DE TECHNIQUES DE PREUVE » (RFMIIL, 846), elles ne 
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Même si la théorie des ensembles n'est pas nécessaire, elle pourrait néanmoins constituer une base solide pour les 
mathématiques. Dans sa critique fondamentale de la théorie des ensembles, cependant, le dernier Wittgenstein le nie, 
affirmant que la preuve diagonale ne prouve pas la non-dénombrabilité, car "[i] cela ne veut rien dire: ‘Par 
conséquent, les nombres X ne sont pas dénombrables’ " (RFM IL, 810). Lorsque la diagonale est interprétée comme 
une preuve d'ensembles infinis plus ou moins grands, c'est une « preuve gonflée », qui, comme l'a soutenu Poincaré 
(1913 : 61-62), prétend prouver ou montrer plus que « ses moyens ne le permettent ». (RFM II, 821). 


Si l'on disait : La considération de la procédure diagonale vous montre que le concept de « nombre réel » a beaucoup 
moins d'analogie avec le concept de « nombre cardinal » que nous, induits en erreur par certaines analogies, sommes 
portés à le croire, cela aurait une bonne et sens honnête. Mais c'est exactement le contraire qui se produit : on 
prétend comparer « l'ensemble » des nombres réels en grandeur avec celui des nombres cardinaux. La différence de 
nature entre les deux conceptions est représentée, par une forme d'expression biaisée, comme différence d'étendue. 
Je crois et j'espère qu'une génération future se moquera de ce tour de passe-passe. (RFM II, 822) 


La maladie d'un temps se guérit par une altération du mode de vie des êtres humains... (RFMII, 823) 


Le « hocus pocus » de la preuve diagonale repose, comme toujours chez Wittgenstein, sur un amalgame d'extension 
et d'intension, sur l'incapacité à bien distinguer les ensembles comme règles de génération des extensions et des 
extensions (finies). Au moyen de cette confusion, « une différence de nature » (c'est-à-dire, règle illimitée contre 
extension finie) « est représentée par une forme d'expression asymétrique », à savoir comme une différence de 
cardinalité de deux extensions infinies . Non seulement la diagonale ne peut pas prouver qu'un ensemble infini est 
plus grand en cardinalité qu'un autre ensemble infini, selon Wittgenstein, mais rien ne pourrait le prouver, 
simplement parce que les «ensembles infinis» ne sont pas des extensions , et donc pas infinisextensions. Mais au lieu 
d'interpréter honnêtement la preuve diagonale de Cantor, nous prenons la preuve pour "montrer qu'il y a des 
nombres plus grands que l'infini", ce qui "met tout l'esprit dans un tourbillon et donne l'agréable sensation de 
paradoxe" (LFM 16-17) - un « vertige nous attaque quand nous pensons à certains théorèmes de la théorie des 
ensembles » — « quand nous faisons un tour de passe-passe logique » ( PI 8412 ; 8426 ; 1945). Ce vertige et ce 
sentiment agréable de paradoxe, dit Wittogenstein ( LEM 16), « peuvent être la principale raison pour laquelle [la 
théorie des ensembles] a été inventée ». 


Bien que la diagonale de Cantor ne soit pas une preuve de non-dénombrabilité, lorsqu'elle est exprimée de manière 
constructive , comme Wittgenstein lui-même l'exprime dans (RFM IL 81), « elle donne un sens à la proposition 
mathématique que le nombre tel-et- est donc différent de tous ceux du système » (RFM IL 829). Autrement dit, la 
preuve prouve la non-énumérabilité : elle prouve que pour tout concept de nombre réel défini donné (par exemple, 
réel récursif), on ne peut pas énumérer « tous » ces nombres car on peut toujours construire un nombre diagonal, 
qui relève du même concept et n'est pas dans l'énumération. « On pourrait dire », dit Wittgenstein, 


J'appelle concept de nombre X non dénombrable s'il a été stipulé que, quels que soient les nombres relevant de ce 
concept que vous arrangez en série, le nombre diagonal de cette série doit également tomber sous ce concept. ( 
REMI, 810 ; cf. II, 8830, 31, 13) 


Une leçon à tirer de cela, selon Wittgenstein ( RFM IL, 833), est qu'il existe divers systèmes de points irrationnels à 
trouver dans la droite numérique", dont chacun peut être donné par une règle récursive, mais "pas de système de 
nombres irrationnels”", et "pas non plus de super-système, pas de ‘ensemble de nombres irrationnels' d'infini 
d'ordre supérieur". Cantor a montré que nous pouvons construire des systèmes divers « 
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Si vous appelez maintenant la procédure cantorienne une procédure de production d'un nouveau nombre réel, vous 
ne serez plus enclin à parler d'un système de tous les nombres réels . (italiques ajoutés) 


De la preuve de Cantor, cependant, les théoriciens des ensembles concluent à tort que "l'ensemble des nombres 
irrationnels" est plus grand en multiplicité que toute énumération d'irrationnels (ou l'ensemble des rationnels), alors 
que la seule conclusion à tirer est qu'il n'existe rien de tel que le ensemble de tous les nombres irrationnels . L'aspect 
vraiment dangereux des « propositions » telles que « Les nombres réels ne peuvent pas être arrangés en série » et « 
L'ensemble. n'est pas dénombrable » est qu'elles font que la formation du concept [c'est-à-dire notre invention] « 
ressemble à un fait de la nature » (c'est-à-dire quelque chose que nous découvrons ) (RFMII 8816, 37). Au mieux, 
nous avons une vague idée du concept de "nombre réel", mais seulement si nous restreignons cette idée au "nombre 
réel récursif" et seulement si nous reconnaissons qu'avoir le concept ne signifie pas avoir un ensemble de tous les 
nombres réels récursifs . 


3.5 L'application extra-mathématique comme condition nécessaire du sens mathématique 


Le changement principal et le plus significatif entre les écrits moyens et ultérieurs sur les mathématiques est la 
(ré)introduction par Wittgenstein d'un critère d'application extra-mathématique, qui est utilisé pour distinguer les 
simples « jeux de signes » des jeux de langage mathématique. « [I]1 est essentiel aux mathématiques que ses signes 
soient également employés dans mufti », déclare Wittgenstein, pour 


[cl'est l'usage hors des mathématiques, et donc le sens | Bedeutung | des signes, qui fait du jeu des signes une 
mathématique. (c'est-à-dire un « jeu de langage » mathématique ; RFM V, 82, 1942 ; LFM 140-141, 169-70) 


Comme le dit Wittgenstein dans (RFM V, 841, 1943), 


[cloncepts qui apparaissent dans les propositions « nécessaires » doivent aussi apparaître et avoir un sens | 
Bedeutung ] dans les propositions non nécessaires. (italiques ajoutés) 


Si deux preuves prouvent la même proposition, dit Wittgenstein, cela signifie que "toutes deux la démontrent 
comme un instrument approprié pour le même but”, ce qui "est une allusion à quelque chose d'extérieur aux 
mathématiques " (RFM VIL 810, 1941 ; italiques ajoutés) . 


Comme nous l'avons vu, ce critère était présent dans le Tractatus (6.211), mais notablement absent dans la période 
médiane. La raison de cette absence est probablement que l'intermédiaire Wittgenstein voulait souligner qu'en 
mathématiques tout est syntaxe et rien n'est sens. Par conséquent, dans ses critiques des mathématiques 


«contenues » de Hilbert (Hilbert 1925) et de la confiance de Brouwer dans l'intuition pour déterminer le contenu 
significatif des propositions mathématiques (en particulier indécidables), Wittgenstein à formulé son constructivisme 
finitiste dans un formalisme fort, soulignant qu'un calcul mathématique n'a pas besoin une application 
extra-mathématique ( PR 8109 ; WVC 105). 


Il semble y avoir deux raisons pour lesquelles le dernier Wittgenstein réintroduit l'application extramathématique 
comme condition nécessaire d'un jeu de langage mathématique . Premièrement, le dernier Wittgenstein porte un 
intérêt encore plus grand à l'utilisation des langues naturelles et formelles dans diverses « formes de vie » (PI 823), 
ce qui l'incite à souligner que, dans de nombreux cas, une « proposition » mathématique fonctionne comme si c'était 
une proposition empirique « durcie en règle » (RFM VI, 823) et que les mathématiques jouent divers rôles appliqués 
dans de nombreuses formes d'activité humaine (par exemple, la 
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ignes non mathématiques, Wittgenstein peut désormais affirmer que, « pour le moment », la théorie des ensembles 
n'est qu'un jeu de signes formel. 


Ces considérations peuvent nous amener à dire que2N> UN C'est-à-dire : nous pouvons faire en sorte que les 
considérations nous y conduisent. Ou : nous pouvons dire ceci et donner cela comme notre raison. 


Mais si nous le disons, que devons-nous faire ensuite ? Dans quelle pratique cette proposition estelle ancrée ? C'est 
pour l'instant un morceau d'architecture mathématique qui est suspendu dans les airs, et qui ressemble, disons, à une 
architrave, mais qui ne s'appuie sur rien et ne supporte rien. ( RFM IL 835) 


Ce n'est pas que les critiques ultérieures de Wittgenstein sur la théorie des ensembles changent, c'est plutôt qu'une 
fois que nous verrons que la théorie des ensembles n'a pas d'application extra-mathématique, nous nous 
concentrerons sur ses calculs, ses preuves et sa prose et « soumettrons l'intérêt des calculs à un test » (RFMII 862). 
Au moyen de « l'investigation » « immensément importante » de Wittgenstein ( LFM 103), nous trouverons, 
Wittgenstein s'y attend, que la théorie des ensembles est inintéressante (par exemple, que la nonénumérabilité des « 
réels » est inintéressante et inutile) et que toute notre son intérêt réside dans le "charme" de l'interprétation erronée 
en prose de ses preuves ( LFM16). Plus important encore, bien qu'il y ait "un noyau solide à toutes [ses] formations 
conceptuelles scintillantes" ( RFM V, 816), une fois que nous le verrons comme "une erreur d'idées", nous verrons 
que des propositions telles que "2UN> UN ne sont pas ancrés dans une pratique extra-mathématique, que « le 
paradis de Cantor » «n'est pas un paradis », et nous partirons alors « de [notre] propre gré » (LFM 103). 


Il faut souligner, cependant, que le dernier Wittgenstein maintient toujours que les opérations à l'intérieur d'un calcul 
mathématique sont des opérations syntaxiques purement formelles régies par des règles de syntaxe (c'està-dire le 


noyau solide du formalisme). 


Il est bien sûr clair que le mathématicien, dans la mesure où il ‘joue vraiment à un jeu’. [agit] conformément à 


certaines règles. (RFM V, 81) 


Dire que les mathématiques sont un jeu est censé vouloir dire : pour prouver, on n'a jamais besoin de faire appel au 
sens | Bedeutung | des signes, c'est-à-dire à leur application extra-mathématique. (RFM V, 84) 


Là où, au cours de la période médiane, Wittgenstein parle de "l'arithmétique [comme] une sorte de géométrie" à (PR 
8109 & 8111), le dernier Wittgenstein parle de la même manière de "la géométrie des preuves" (RFMI, App. IL, 
814), la « force géométrique » des preuves (RFM IIT, 843), et une « application géométrique » selon laquelle la « 
transformation des signes » selon les « règles-transformations » (RFM VI, 82, 1941 ) montre que « lorsque les 
mathématiques sont dépouillées de tout contenu, il resterait que certains signes peuvent être construits à partir 
d'autres selon certaines règles » (RFM III, 838). Par conséquent, la question de savoir si une concaténation de signes 
est une proposition d'une donnée mathématiqueLe calcul différentiel (c'est-à-dire un calcul avec une application 
extra-mathématique) est toujours une question interne, syntaxique, à laquelle nous pouvons répondre en connaissant 
les preuves et les procédures de décision du calcul différentiel. 


3.6 Wittgenstein sur Gôdel et les propositions mathématiques indécidables 


RFM est peut-être le plus (in)célèbre pour le traitement par Wittgenstein (RFM App. INT) des propositions 
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